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内 容 简 介 


本 书 为 高 等 院 校 概率 统计 系 本 科 生 "测度 论 与 概率 论 基础 " 课 稀 的 教材 ., 测 
度 论 内 容 撒 在 “短平快 "地 为 初等 概率 论 与 公理 化 的 概率 论 之 阿 措 起 一 座 桥梁 - 
本 书 通 过 精 选 在 抽象 分 术 中 为 建立 概率 论 公 理化 系统 所 必需 的 测度 论 内 容 ,在 
此 基础 上 , 普 重 讲述 那些 在 初等 概 素 论 中 没有 解释 清 惹 或 不 可 能 解释 清楚 的 福 
念 和 公式 。 全书 共 分 六 章 , 内 容 包括 : 可 测 空间 和 可 测 函 数 .测度 空间 .积分 . 符 
号 测 交 .乘积 空间 、 焉 立 随 机 变量 序 询 等 。 本 韦 选材 少 而 精 , 氢 达 秃 线 人 深 , 通 从 
易 懂 ,难点 分 散 , 论 证 严谨 。 为 了 满足 非 数 学 专业 出 身 而 又 必须 学 习 公 理化 概 这 
论 的 读者 的 需要 ,本 书 对 于 概念 的 解释 和 定理 的 证 明 郁 凡 荆 做 得 精细 ,使 之 便 
J 自学 。 和 位 章 皮 有 适量 习题 , 书 森 给 出 大 部 分 习 其 的 解答 或 提示 。 

本 书 可 作为 综合 性 大 学 、 理 工科 大 学 利 高 等 师范 院 校 数学 条 .概率 统计 系 
本 科 生 和 和 研究生 的 教材 ,也 可 作为 从 事 经 济 学 和 金融 学 的 研究 生 和 科技 工作 者 
的 参考 节 。 木 书 是 大 学 生 学 习 “ 商 等 概率 论 "“ 高 等 统计 学 "和 “随机 过 程 "等 课 
程 之 前 的 必修 内 容 ， 


作者 简介 
妆 上 于 安 . 洲 训 大 学 数学 科举 宇 院 教授 3 二 土生 导 业 413963 年 
毕业 于 北京 大学 数学 力学 系 , 长 期 从 事 概 率 沦 和 数理 统计 的 教学 
科研 工作 , 宇 要 研究 方向 是 概率 论 的 极限 定理 和 极 什 理论。 


序 
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自 1995 证 以 来 ,在 美 伯 驹 院士 的 主持 下 ,北京 大 学 数学 科学 
学 院 根 据 国际 数学 发 展 的 要 求 和 北京 大 学 数学 教育 的 实际 ,创造 
性 地 寺 彻 教育 部 “加 强 基 础 ,淡化 专业 ,因材施教 ,分 流 坪 养 ” 的 办 
学 方针 ,全 面 发 挥 我 院 学 科 门 类 齐全 和 师资 力量 雄厚 的 综 会 优 
萝 ， 在 培养 模式 的 转变 、 教 学 计划 的 修订 教学 内 容 与 方法 的 革 
新 ,以 及 教材 建设 等 方面 进行 了 全 方位 ,大 力度 的 改革 ,取得 了 至 
著 的 成 就 。2001 年 ,北京 大 学 数学 科学 学 院 的 这 项 改革 成果 荣获 
人 多 国教 学 成 果 特 符 奖 ,在 国内 外 产生 很 大 反响 。 

在 本 衬 拖 育 改革 方面 ,我 们 按照 加 强 基 础 、 潜 化 专业 的 要 求 ， 
对 教学 各 主要 环节 进行 了 调整 ,使 数学 衬 学 学 院 的 全 体 学 生 在 数 
学 分 析 、 高 等 代数 、 几 何 学 .计算机 午 主 干 基础 课程 上 ,接受 学 时 
充分 、 强 度 足 够 的 严格 训练 ;在 对 学 生 分 流 培 养 阶段 ,我 们 在 课程 
内 容 上 坚决 贯 和 和“* 少 而 精 ? 的 原则 :大力 压缩 后 续 课 程 中 多 年 逐步 
形成 的 过 党 、. 过 深 和 过 党 的 教学 内 容 , 为 新 的 培养 方 向 、. 实 成 性 教 
学 环节 ,以 爱 为 培养 学生 的 创新 能 力 所 进 行 的 基础 科研 训 终 争取 
到 了 必要 的 学 时 和 空间 。 这样 既 使 学 生 打 下 宽广 ,坚实 的 基础 ,又 
亮 分 照顾 到 每 个 人 的 不 同和 将 长 ,爱好 和 发 展 取向 。 与 上 述 改 半 相 
适应 ,积极 而 慎重 地 进行 堵 学 计划 的 修订 ,适当 压缩 常 谨 、 复 变 、 
仿 向 、 实 亦 、 科 分 几何 、 咎 旬 代 数 . 泛 济 分 析 便 后 续 课 程 的 周 学 时 。 
并 增加 了 数学 模型 和 计算 机 的 相关 课程 ,使 学 生 有 更 大 的 选课 余 
地 。 

在 研究 生 教育 中 ,在 注重 专题 谋 程 的 同时 ,我 们 制定 了 30 多 
门 研 究 生 普选 基础 课程 (其 中 数学 条 18 门 ) ,重点 拓宽 学 生 的 专 
业 基 础 和 加 强 学 生 对 数学 整体 发 展 及 最 新 进展 的 了 解 。 

载 材 建设 是 教学 成 果 的 一 个 重要 体 再 。 与 修订 的 教学 计划 相 


于 测度 施 与 撤 替 论 基础 


配 会 ,我 们 进行 了 有 组 织 的 教材 建设 。 计 划 自 1999 年 起 用 8 年 的 
时 间 修 订 、 编 写 和 出 版 40 余 种 教材 .这 就 是 将 陆续 呈现 在 天 家 面 
前 的 北京 大 学 数学 救 学 系列 从 书 》. 这 矢 从 书 晓 聚 了 我 们 近 十 年 
在 人 才 培 养 方面 的 思考 ,记录 了 我 们 教学 实践 的 足迹 .体现 了 我 
们 教学 改革 的 成 有 林 , 反 映 了 我 们 对 新 世纪 人 才 培 养 的 理念 ,代表 
了 我 们 新 时 期 的 数学 教学 水 平 。 

经 过 20 社 纪 的 空前 发 展 ,数学 的 基本 理论 更 加 深入 和 完善， 
而 计算 机 技术 的 发 展 使 得 数学 的 应 用 要 加 直接 和 广泛 ,而 且 活跃 
于 生产 第 一 线 ,促进 着 技术 和 经 济 的 发 展 , 所 有 这 些 剖 正在 改变 
着 人 们 对 数学 的 传统 认识 。 同时 也 促使 数学 研究 的 方式 发 生 巨 大 
蛮 化 。 作 为 整个 科学 技术 基础 的 数学 , 正 突破 传统 的 范围 而 向 人 
类 一 亡 知识 碧 开 滩 这 。 作 为 一 种 文化 ,数学 科学 已 成 为 推动 人 类 
文明 进化 ,知识 创新 的 重要 因 床 ,将 更 深刻 地 改 灾 着 容 观 现实 的 
面 狐 和 八 们 对 世界 的 认识 .数学 素质 已 成 为 今天 二 养 高 层次 创新 
人 才 的 重要 基础 。 数学 的 理论 和 上 应 用 的 巨大 发 展 必 然 引 超 数学 教 
育 竟 深 记 变革。 我 们 现在 的 疏 羊 还 是 初步 的 。 载 学 改 半 无 茶 区 ,但 
要 十 分 稳重 和 积极 :1 人才 培 养 无 止境 , 既 要 半 确 基本 规律 ,更 要 不 
新 创新 .我 们 现在 推出 这 套 愉 书 ,目的 是 向 大 家 学 习 。 让 我 们 大 家 
扒 超 手 来 ,为 提高 中 国 数学 教育 水 平和 建设 世界 一 流 数 学 强国 而 
共同 努力 。 


张 继 平 
2002 年 5 月 18 日 
于 北京 大 学 蓝 旗 营 


前 言 


若干 年 来 ,我 多 次 担任 北京 大 学 概率 统计 系 本 科 生 测度 论 政 相关 
课程 的 教学 工作 。 几 经 改革 ,最 后 确定 下 来 这 门 本 科 生 课程 的 安排 是 每 
周 3 学 时 ,一 个 学 期 讲 完 , 总 计 约 54 个 学 时 。1996 年 ,在 积累 起 来 的 讲 
稿 的 基础 上 ,我 应 命 编 写 了 一 份 测 度 论 讲义 》, 后 来 上 这 门 课 的 同志 
把 它 当 作 教 材 使 用 ;来 北京 大 学 攻读 概率 统计 硕士 学 位 的 同学 们 往往 
在 本 科 生 阶段 没有 学 过 测度 论 ,这 样 , 在 学 习 高 等 概率 论 、 高 等 统计 学 
和 随机 过 程 等 课程 之 前 ,就 需要 用 尽 可 能 短 的 时 间 把 测度 论 的 知识 补 
上 ,因而 这 些 同 学 也 使 用 这 份 讲 义 ; 听 测度 论 课 的 同志 除了 数学 学 院 的 
同学 外 ,还 有 北大 其 他 院 系 ,甚至 外 校 的 学 生 , 他 们 自然 也 接触 过 这 份 
讲义 ;另外 ,我 还 为 北京 大 学 光华 管理 学 院 开 过 高 等 概率 论 课 ,以 该 讲 
义 作为 参考 资料 。 目 前 本 书 就 是 在 ?测度 论 讲义 3 的 基础 上 .吸取 丁 使 用 
过 该 讲义 同志 们 的 意见 经 过 补充 编写 而 成 的 。 

有 过 一 定数 学 基本 训练 的 同志 在 学 习 初 等 概率 论 的 时 候 , 常 有 一 
种 “不 过 瘾 “的 感觉 ,其 原因 是 在 那里 许多 基本 和 概 意 都 没有 严格 定义 , 许 
多 定理 也 没有 严格 的 证 明 。 从 事 经 济 学 和 金融 学 的 同学 在 谈 到 他 们 阅 
读 专 业 文献 的 时 怪 , 也 常常 发 现 他 们 学 过 的 概率 论 和 文献 中 的 概率 论 
有 点 “不 一 样 >。 这 说 明 在 初等 概率 论 和 公理 化 的 概率 论 之 间 措 起 一 座 
桥梁 是 十 分 必要 的 。 这 座 桥 梁 就 是 测度 论 。 我们 希望 通过 本 书 “ 短 平 
快 * 地 建立 起 这 座 桥 梁 。 作 为 一 门 专业 基础 课 , 学 生 必 须 学 习 到 基本 的 
知识 ,接受 到 基本 的 训练 。 因 此 ,为 了 “短平快 ”而 损害 数学 的 严格 性 是 
不 可 取 的 ,只 能 在 选材 少 而 精 的 原则 上 下 功夫 。 本 书 内 容 的 测度 论 方面 
将 只 牵涉 到 抽象 分 析 中 那些 建立 概率 论 公理 化 系统 所 必需 的 内 容 。 在 
此 楚 础 上 ,着 重 解释 那些 在 初等 概率 论 中 没有 解释 清楚 或 不 可 能 解释 
清楚 的 概念 和 公式 。 所 以 ,本 书 最 后 定名 为 4 测度 论 与 概率 论 基 础 》。 

测度 论 是 实 变 函 数论 的 提高 和 抽象 。 因此 ,我 们 常常 提 到 测度 论 和 
实 变 函数 概念 和 方法 之 间 的 一 些 联系 。 但 是 这 并 不 意味 着 实 变 瑞 数 的 
知识 是 学 习 本 课程 的 前 提 . 本 书 内 容 的 安排 完全 是 自 成 体系 的 。 只 不 过 
对 于 学 过 实 变 函数 的 同志 ,这 样 做 有 助 于 加 深 他 们 对 课程 内 容 的 理解 。 


Li 测度 论 与 概 阐 论 基础 


一 本 数学 书 什 么 地 方 应 该 写 得 简略 些 ,什么 地 方 应 该 详细 些 ,从 来 
都 是 很 难 掌握 的 。 为 了 便于 自学 ,也 为 了 满足 那些 非 数 学 专业 出 身 而 又 
必须 学 习 公 理化 概率 论 的 们 的 需要 ,本 书 对 于 概念 的 解释 和 定理 
的 证 明 , 都 尽 拭 做 得 细致 一 些 。 每 一 章 的 后 面 都 留 有 一 些 习 题 。 这 替 习 
题 的 目的 也 是 为 了 加 深 对 概念 的 理解 和 对 基本 方法 的 掌握 .虽然 附录 
中 提货 了 题 日 的 答案 ,但 我 人 还 是 希望 同学 们 能 搬 开 它们 而 独立 地 去 
解答 ， 

从 使 用 ¢ 测 度 论 讲义 3 的 实际 情况 看 ,按照 前 面 所 说 的 教学 安排 ,一 
个 学 期 当 完 没有 * 号 的 章节 是 不 成 问题 的 。 如 内 了 虹 同 不 够 的 话 , 带 * 号 
的 章节 可 以 作为 自学 或 介绍 性 质 的 材料 。 众 所 周知 ,独立 随机 变 基 序列 
的 经 典 理论 在 初等 慨 率 论 中 是 提 不 清楚 .更 不 可 能 进行 讨论 的 。 读 一 读 
带 * 号 的 第 六 章 , 至 少 可 以 使 同学 们 了 解 : 公理 化 的 概率 论 的 建立 为 概 
率 论 研究 的 广度 和 深度 提供 了 新 的 前 景 。 

陈 家 颇 同志 和 我 交替 地 开 过 测度 论 的 有 关 课程 。 我 们 曾 多 次 讨论 
过 课程 的 基本 内 容 。 本 书 吸收 了 他 的 许多 宝贵 建议 。 在 审 疯 书稿 以 后 ， 
他 又 提出 了 不 少 具 栖 修改 意见 ,在 此 表示 衷心 的 感谢 ,在 制作 习题 解答 
的 过 程 中 ,还 得 到 了 周 晨 同学 的 帮助 。 

在 本 书 的 编写 过 程 中 ,参考 了 下 列 著作 ， 

P. R. Halmos, Measure Theory. van Nostrand ，1950。 

严 十 健 、 王 贷 怠 、 刘 秀 芳 ,概率 论 基 础 ,科学 出 版 社 , 1982。 

Pp. Billingsley, Probability and Measure, John Wiley & Sons, 
1986。 

汪 嘉 网 .现代 概率 论 基础 ,复旦 大 学 出 版 社 ，1988。 

R. M. Dudley, Real Analysis and Probability, Wadsworth &. 
Brooks ，1983 。 

严 胃 安 ,测度 论 讲 义 ,科学 出 版 社 ，2000。 

虽然 编写 本 书 的 想法 也 许 是 好 的 ,而 且 本 书 的 原形 《测度 论 讲义 } 
也 经 过 几 度 的 实践 ,但 是 由 于 作者 的 水 平 限制 ,缺点 .错误 定然 不 少 , 敬 
请 读者 批评 指正 。 


程 士 宏 
2004 年 元 月 于 北大 燕 北 园 


第 一 章 ”可 测 空间 和 可 测 映射 … 
#1 集合 及 其 运算 
$2 集合 系 
8 3 7 域 的 生成 
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$1 测度 的 定义 及 性 质 
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简 而 言 之 ,测度 论 可 以 理解 为 在 抽 亲 空间 建立 类 似 于 实 变 函数 
中 测度 、 积 分 和 导数 那 祥 的 分 析 系 统 . 因此 ,首先 要 简单 回忆 一 下 全 
使 的 基本 运算 ,并 讨论 机 条 空 间 中 的 可 测 集 和 可 测 阵 数 芭 股 基 本 的 


概念 . 
$1 集合 及 其 运算 


考虑 一 个 任意 非 空 集合 XX, 称 之 为 空间 . X 的 子 集 以 天 写 英文 
字母 4,B,C,… 等 记 之 , 称 之 为 这 个 空间 的 集合 . 空 集 记 为 必 . XX 的 
成 员 称 为 元 素 . 元 素 xz 属于 集合 4, 记 作 <E4; 反 之 ,元 素 工 不 属于 
集合 4, 则 用 记号 + 入 A 来 表示 . 空间 和 上 定义 的 实 郴 数 


en Ne 
0， 工 区 及 

称 为 4 的 指示 函数 . 集合 
def PE 


称 为 集合 4 的 余 . 如 果 
TE A—zx€B, 
则 说 集合 4 被 集合 B 包含 ,或 集合 包含 集合 4, 或 4 是 8B 的 子 
集 , 记 为 4 呈 B 或 BB 二 4A. 如果 ACB 且 BCA, 则 称 集合 4 等 于 集合 
瑟 , 记 为 A 二 B. 
给 定 集合 4 和 BB, 集合 
4UB- 叶 tc:zea4 或 zc 号 
ANB torea4 晶 re 有 Bi 


LNB-SLtzreA4 且 r 筷 日 
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和 
AAB EL CA\B) UB\A) 
分 别称 为 集合 4 和 B 的 并 , 交 , 差 和 对 称 差 . 如 B84, 则 A\B 也 称 
为 4 和 B 的 真 差 . 集合 的 并 和 交 的 运算 满足 交换 律 和 结合 律 ,还 满 
足下 面 两 个 分 配 律 : 
AUBNMNMC=ANCOU BNO; 
ANBIUC—- (AUONBUCO. 
两 个 集合 4 和 B 如 满足 所 门 号 一 络 , 称 它们 为 不 交 的 - 
并 和 交 的 概念 和 运算 规则 可 以 推广 到 任意 多 个 集合 的 情形 , 对 
于 一 族 集 合 {4.,:€ T}(T 表示 一 个 集合 , 它 的 元 素 用 * 表示 . 
{AivtET'} 意 味 着 每 一 个 人 工 中 的 元 素 t, 都 对 应 着 X 中 的 一 个 集合 
,集合 


UA x EF 


ve 
称 为 它们 的 并 ;集合 
def 
NA re AYiET) 


Ga 


称 为 它们 的 交 . 如 果 对 任何 :.zET, 均 有 有 ,站 4, 二 多, 那么 称 这 族 集 
合 {41,1ET} 是 两 两 不 交 的 . 注意 ,反映 并 和 交 运 算 之 间 关 系 的 有 于 
列 的 De-Morgan 法 则 ， 
{U4 =D4 4 一 昌 人 
ET ‘ef rer 7 
设 14。m 一 1,2,…-} 是 一 个 集合 序列 . 如 果 对 每 个 "一 1,2,…, 有 
Cr， 


ei 


则 称 A 为 非 隆 的 , 记 为 A444 ,并 把 集合 limd -内 4 叫 做 它 的 


极限 ;如 凡 对 每 个 a 一 1,2,…, 有 
Se 


则 称 4 为 丰 增 的 , 记 为 4. ,并 称 timA, 站 4 为 它 的 极限 北 


降 或 非 增 的 集合 序列 统称 为 单调 序列 . 因此 ,单调 集合 序列 总 存 极 
限 .对 于 和 任意 给 定 的 一 个 集合 序列 (4a,,a 一 1,2,…}, 集 合 序 列 


82 全 合 条 3 


{入 一 1.2,…} 和 (已 44sn 一 1,2,…] 分别 是 非 降 和 非 增 的 , 因 
而 分 别 有 极 限 
lim infA. -ee—U [a 和 lm sup4. 一 一 靖 UD A 

我 们 将 把 lim inf4. 和 lim sup A, 分 别 巴 做 (4ssn 二 1:2;-…) 的 下 要 
限 和 上 极限 . 显然 ,记号 Elim supAn 意味 着 元 素 工 属于 序列 (4 
一 1,2，…)} 中 的 无 穷 多 个 集合 ,而 记号 =e lim inf4, 则 表明 除去 (4 
x 二 1,2,…} 中 的 有 限 个 集合 外 ,元 素 = 属于 该 序列 的 其 余 集合 . 于 
是 我 们 有 


def 


lim infA, C lim supA. 
如 果 lim inf 4, 二 lim sup 4,, 我 们 将 认为 {4.,n 一 1,2,…} 的 极限 存 
在 ,并 把 


def 


limA, =—— lim infA. = lim sup4， 
称 为 它 的 极限 . 
82 集合 系 


以 空间 关中 的 一 些 集合 为 元 素 组 成 的 集合 称 为 六 上 的 集合 么 . 
换 名 话说 ,集合 组 成 的 集合 就 是 集合 系 . 集合 系 一 般 用 花 体 字母 <， 
浸 ,… 来 表示 - 为 什么 不 仅 要 讨论 集合 ,还 要 讨论 集合 系 呢 ? 道理 和 
实 变 阔 数 中 的 情形 一 样 : 为 了 建立 测度 ,必须 确定 出 一 些 可 测 集 ,而 
这 些 可 测 集 的 全 体 就 组 成 了 一 个 集合 系 . 下 面 ,我 们 就 给 出 在 抽象 空 
冯 确 定 可 测 集 时 所 必须 引进 的 一 些 特殊 集 台 系 . 
7 系 : 如 果 及 上 的 非 空 集合 系 色 对 交 的 运算 是 封 角 的 , 即 
A,BE BANMNBE DB, 


则 称 . 开 为 7 系 . 
例 1 以 记 全 体 实数 组 成 的 集合 ,对 任何 aER, 令 


《一 coosa] = {rE R:— <IEa), 
则 
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def 
Pe {(— oy]: € R} 


对 有 限 交 的 运算 是 封闭 的 ,因而 组 成 一 个 实数 空间 R 上 的 x 系 . 
半 环 ; 满足 下 列 条 件 的 二 系 多 称 为 半 环 : 对 任意 的 A,BE 儿 
且 4 书 召 ,存在 有 限 个 两 两 不 交 的 {CsE 包 光一 1，…2} ,使 得 
A\B=— Uc 
例 2 对 任何 a,6ER, 令 
(ex 一 {rE Ri ath)s 
(ab] = {x€ Rea<rb}; 
[es8) — (x € Rarid); 
[aed] = {zx€E Riaz 人 RE 
它们 分 别称 为 刃 中 的 开 区 间 . 左 开 右 闭 区 间 、 左 闭 右 开 区 间 和 闭 区 
间 . 容易 看 出 ,由 开 区 间 全 体 组 成 的 集合 系 、 由 左 开 右 闭 区 间 全 体 组 
成 的 集合 系 、 由 左 闭 右 开 区 间 人 多 体 组 成 的 集合 系 和 由 闭 区 间 全 体 组 
成 的 集合 系 都 是 x 系 . 记 由 左 开 右 闭 区 问 金 体 组 成 的 集合 系 为 
Da EE (4,01, a.b € R}, 
则 对 任何 Ka, 拉 , cg]E 多, 容易 验证 (x,5]J\c ,qd] 可 表 成 x 中 至 
多 两 个 不 交集 合 之 并 . 因此 , 它 是 灵 上 的 半 环 . 
例 3 如 蛤 一 1zi…*ro) 是 由 有 限 个 元 素 组 不 的 集合 , 则 由 基 
上 的 所 有 单 点 集 组 成 的 集合 系 多 一 {{xi},… ,tz,}} 是 一 个 x 系 ,也 
是 一 个 半 环 . 
环 : 如 果 非 空 集合 系 史 对 并 和 差 的 运算 是 封闭 的 , 即 
A,BE RAR——ALB, A\BER, 


则 称 多 为 环 . 
例 4 不 难 验证 
Rr EU 0b: aonb ER 
Bd 


os 
是 只 上 的 环 . 
例 5 由 有 限 个 元 票 组 成 的 集合 X 的 一 切 子 集 组 成 的 集合 系 


了 形成 一 个 环 . 


2 集合 杂 成 


域 : 满足 下 列 条 件 的 = 系 -of 称 为 域 : 
XE AE A AE -or 
有 的 文献 中 ,也 把 域 叫做 代数 . 
从 上 述 诸 定 义 可 以 看 出 : 半 环 必 是 r 系 .如 果 中 是 一 个 环 . 则 
ABE RAYUB, AB, BMAER 
一 4 门 召 一 (4U BN(ANB) U (CB\A)]E R, 
可 见 它 也 满足 半 环 的 要 求 . 因此 , 环 必 是 半 环 - 如 果 -过 是 一 个 域 , 则 
ABE AAUB= 4 NN BY Em 


和 
ABE w=~A\B=ANMNBE .Y, 
因而 域 必 是 环 , 我 们 把 以 上 的 结论 总 结 成 
命题 1. 2.1 半 环 必 是 工 系 ; 环 必 是 半 环 ; 域 必 是 环 . 
以 上 的 一 系 . 环 和 域 都 是 针对 有 限 送 算 定义 的 . 对 于 建立 测度 来 
说 ,只 有 有 限 运 算是 不 驶 的. 因此 ,还 必须 引进 一 些 在 可 列 运 算 下 封 
闭 的 集合 系 . 
单调 系 : 如 果 对 集合 系 -x 中 的 任何 单调 序列 (A,,n 一 1,2,-…} 
二 有 lim4.€ A , 则 把 -A 叫做 单调 系 - 
4 系 : 集合 系 玫 称 为 * 么 ,如果 它 满足 下 列 条 件 : 
p 
ABEYHADB—ABE 2 
AE 和 ZEA Uae ct 


a 


= 域 : 满足 下 列 三 个 条 件 的 集合 系 .多 称 为 = 域 : 
XEF! 
AE FA ET, 
A EF no 1,2 Ua € 多 


1 


有 的 文献 中 ,也 把 o 域 叫做 = 代数 . 有 两 个 很 特殊 的 “ 域 ,它们 
分 别 是 祥 上 合集 合 最 少 的 oa 域 { 捐 ,X} 和 XX 上 合集 合 最 多 的 o 域 
六 (4: ACX). 因此, 例 5 中 那个 环 也 是 o 域 .但 是 , 沿 着 例 1、 
例 2 和 例 4 那 条 线 出 来 的 o 域 讨论 起 来 比较 复杂 ,要 在 下 一 节 才 能 
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说 清楚 . 
设 有 到 是 一 个 = 域 .那么 由 = 域 定义 的 第 二 条 和 第 三 条 推 知 
A, En 一 1，2) -一 一 Na = { Ua) EF 
故 它 对 可 列 交 也 是 封闭 的 .这 一 事实 如 上 定义 的 第 一 条 又 进一步 扒 
A,BE FmANMNMB=ANMBNXN---.E.F. 
此 ,oa 域 是 域 . 下 面 ,我 们 来 讨论 单调 系 , 4 系 和 o 域 三 者 之 间 的 关 


洪 国 


命题 1.2.2 4 系 是 单调 系 ; o 域 是 4 系 . 

证 明 设 络 是 4 系 . 如果 对 每 个 n 一 1,2,-… 有 有 A.EEL 而且 
及 上, 则 由 4 系 的 定义 知 

站 4 一 {有} € uw. 

这 -- 捉 实 加 上 定义 的 第 三 条 便 说 明了 纪 是 单调 系 . 

设 多 是 一 个 4 域 . 则 .9 显然 满足 4 系 定 义 的 第 一 条 和 第 二 
条 .由 于 玻 是 域 ,所 以 它 也 满足 4 系 定义 的 第 二 条 ,因此 , 域 必 是 
4A 系 . 口 
请 以 王 的 讨论 ,我们 得 到 了 所 定义 的 七 个 集合 系 之 间 击 宽松 
到 严 紧 的 下 列 顺序 ， 

工 系 -一 半 环 -一 环 -一 域 - 一 " 域 ， 
单调 系 -一 4 系 一 a 域 . 

这 些 集合 条 的 核心 是 o 域 ; 它 的 成 员 就 是 我 们 常 说 的 可 测 集 . 换 句 话 
说 ,我 们 最 终 是 要 在 o 域 上 建立 测度 . 今后 , 非 空 集合 X 和 它 上 面 的 
一 个 = 威 多 放 在 一 起 写成 的 (X ,名 ) 将 称 为 可 测 空间 . 

至 于 什么 时 候 其 他 的 集合 系 能 成 为 o 域 ,有 如 下 两 个 命题 . 

命题 1.2.3 一 个 既是 单调 系 又 是 域 的 集合 系 必 是 o 域 . 

证 明 ”把 这 个 集合 系 记 为 多 .由 于 宛 是 域 , 故 它 对 有 限 并 是 封 
暑 的 . 又 由 于 多- 是 单调 系 , 故 它 对 非 降序 列 的 极限 也 是 封闭 的 . 内 
此 ， 
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可 见 7 确 是 a 域 ， 
命题 1.2.4 一 个 既是 4 系 又 是 < 系 的 集合 系 必 是 。 域 
证 明 记 此 集合 系 为 .9. 由 于 .> 是 4 系 ,从 X 系 定义 的 前 两 条 

易 见 


王后 多 
AE HA = XAE TF. 
此 结论 加 上 多 又 是 r 系 , 即 知 多 是 域 .此 外 , .> 还 是 单调 系 ( 命 题 
1. 2.2), 故 庙 命 题 1.2. 3 得 知 . 祈 是 o 域 ， 口 
除了 上 面 的 七 个 集合 系 之 外 ,今后 还 要 用 到 的 一 个 集合 系 是 
o 环 : 称 非 空 集合 系 家 是 一 个 c 环 .如果 
A,B E€ RA\B E€ ms 
1 


Pe 


易 见 : 一 个 对 可 列 并 运算 封闭 的 环 是 z 环 ;一 个 包含 义 的 o 环 
是 = 域 . 


§3 go 域 的 生成 


考虑 更 深入 的 问题 : 如 何 由 简单 的 集合 系 生 成 复杂 的 集合 系 ? 
首先 来 明确 一 下 生成 这 个 概念 ， 

定义 1.3,.1 称 纪 为 由 集合 系 字 生成 的 环 (或 单调 系 ,或 4 系 ， 
或 w 域 ) ,如果 下 列 条 件 被 满足 ， 

(C1) IE; 

(2) 对 任 一 环 (或 单调 系 、 或 4 系 ,或 o 域 5°” 均 有 
TIDE a IDS, 

由 集合 系 2 生成 的 环 (或 单调 系 ,或 4 系 ,或 a 域 ), 也 就 是 包含 
2 的 最 小 的 环 ( 或 单调 系 ,或 4 系 ,或 o 域 ). 下 列 命题 是 展开 进一步 
讨论 的 理论 依据 ， 
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命题 1.3.1 由 任意 集合 系 了 生成 的 环 , 单 调 系 .A 系 和 o 域 均 
存在 ， 

证 明 本 4 对 环 来 证 明 , 其 他 三 种 情况 的 证 明 可 完全 类 似 
地 进行 . 以 .7 记 由 X 中 的 全 体 和 集合 所 组 成 的 集合 系 .前 已 说 明 , 六 
大 个 o 域 .因此 7 是 环 而 且 .二 .把 包 合 集合 系 攻 的 环 的 全 和 体 


def 


记 作 A, 则 EA 因而 A 非 空 -不 难看 出 , 了 一 一 “从 .还 是 一 > 
环 而 且 满 足 定义 1. 3. 1 所 要 求 的 两 条 性 质 . 
把 由 集合 系 生 上 成 的 环 .单调 系 、A 系 和 oa 域 分 别 记 作 + C2)， 
mi) ,1(@) 和 ool). 本 节 的 主要 结论 是 下 面 三 个 定理 . 
定理 1.3.2 如 果 马 是 半 环 , 则 
r( 2 一品 LUAN (4 邓 才 一 1) 两 两 不 交 ). 


nc 


Ci 3. 17 

证 明 ”由 于 环 对 于 有 限 并 的 运算 是 封闭 的 , 故 r( 多 ) 汪 (1. 3.1) 

式 等 号 的 右 端 . 因此 要 完成 定理 的 证 明 , 只 和 需 证 r( 儿 ) 叶 (1.3.1) 式 等 

号 的 右 端 . 为 此 ,又 只 需 证 明 : (1. 3. 1) 式 等 号 的 右 端 是 一 个 环 , 设 

4; 瑟 E (1. 3.1) 等 号 的 有 端 , 则 存在 两 两 不 交 的 (4,.E 儿 ,i 一 1, nn} 
和 两 两 不 交 的 {BiE 多 ,j 一 1,…,m}) 使 


4 一口 4 和 B= 


jel 


注意 对 每 (i ,站 ,存在 ,个 两 两 不 交 的 集合 {CE 多 一 1,… ,ki 省 使 


A 


NGCa， Ns2 = Uc 
便 可 把 A\B 按 下 列 方式 表 成 多 中 有 限 个 两 两 不 交集 合 的 并 
A\B=ANB= Ua Nay)—U 站 (40 8B) 


-UU 及 CaNcau N BJ] = U 


1 1 
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这 表明 (1. 3. 1) 的 右 端 对 差 的 运算 是 封闭 的 . 在 此 基础 上 ,又 可 把 
4UB 按 下 列 方式 表 成 乡 中 有 限 个 两 两 不 交集 合 的 并 
AUB= BU (A\B) 


- {Ua)U 


可 见 (1.3.1) 式 的 在 端 对 有 限 并 也 是 封 阿 的 , 这 样 ,我 们 就 证 明了 

(1. 3. 1) 式 的 右 端 确实 是 一 个 环 . 
定理 1.3.3 如 果 .x 是 域 , 则 ow) 一 m(7). 

证 明 ”由 于 oat.e) 是 包 合 -er 的 = 域 因 而 也 旦 包含 -ex 的 单调 
系 ( 命 题 1. 2. 2), 而 mC) 是 包含 -ee 的 最 小 单调 系 , 故 Cr 一 
(87). 以 下 证 (er Cm (ez 为 比 , 内 需 证 x(-o7) 是 一 个 域 ( 命 
题 1.2. 3). 注意 到 XE-e Cmls), 欲 证 mle ) 是 一 个 域 , 又 只 需 
证 它 是 一 个 环 ( 参 阅 习 题 ] 第 6 题 ). 对 任何 A€E .eo , 令 

a= {B: B, AUB, A\BE mlm)}. 
容易 验证 : 多 。 是 一 个 单调 系 ， 4 刁 -wf 因而 多 sm (a7). 这 表明 
AE fs BE mln) 
一 -4 UB, A\BE mt(e). 《1.3.2) 

对 任何 BEm(-w) ,再 令 

ta 一 14; A, AU B, A\B € m(e)). 
容易 验证 : -za 还 是 一 个 单调 系 . 由 已 证 得 的 《1. 3.2) 葡 知 名 1 已 
7 因此 ,GY pm Car), 即 

A,BE ms)—~ AUB, A\BE mY). 

由 此 可 见 mC-a7) 确 是 一 个 环 . 口 
在 实际 应 用 的 时 候 , 常 把 定理 1. 3. 3 写成 下 面 的 等 价 形式 : 
推论 1.3.4 如 果 .wx 是 域 , -x 是 单调 系 , 则 

CM TCA. 

定理 1.3.5 如 果 汪 是 + 系 ,; 则 o(2)=i( 多 ). 

证 明 ”由 于 ol 多 ) 是 包含 多 的 a 域 因而 也 是 包含 全 的 4 系 ( 命 
题 1.2. 2), 又 由 于 2 人 2) 是 包含 宁 的 最 小 人 系 , 故 ok2) 汪 1C2). 以 
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下 证 50 名)CCH(D), 为 此 ,只 项 证 基 22) 是 一 个 关系 (命题 1. 2.4), 对 
任何 4E 到 , 令 

a= {8B8: B, AN BELUD)}, 
则 易 证 多 4 是 一 个 4 系 ， 3a 必 人 仿 从 而 多 4 沪 LL9), 这 说 明 

AE BEBELDI>ANBE LD). Ci 

再 对 任何 BELC2), 令 

Ba = (A: A, AN BE LPF)}, 
则 容易 验证 ,2ez 是 一 个 4 系 且 由 (1- 3.3) 式 推 知 Ss 汪 名 .于 是 
aDLCZ), 即 

A,B EPI AN BE IPD). 

这 就 证 明了 民宅 ) 确 是 一 个 天 系 . 
该 定理 的 等 价 形式 是 : 
推论 1.3.6 种 果 次 是 x 系 , 红 是 4 系 , 则 

PEL a PICE,. 
由 简单 集合 条 生成 的 o 域 的 一 个 重要 例子 是 
-Ce 一 (ca 

按 文献 中 通用 的 称谓 , .2 叫做 中 上 的 Borel 集合 系 , 其 中 的 集合 称 

为 尼 中 的 Borel 集 , 以 Ex 记 由 上 R 中 开 集 组 成 的 集合 系 , 则 容易 证 明 

. 色 a 一 Cs). 由 此 出 发 ,可 以 把 Borel 集 的 概念 一 般 化 : 对 于 拓扑 空 

间 义 ,以 如 记 其 开 集 系 , 我 们 将 把 

Bae) 
称 为 X 上 的 Borel 集合 系 ,其 中 的 集合 称 为 多 中 的 Borel 整 ,而 
《和 , 汉 ) 则 叫做 拓扑 可 测 空 间 . 


$4 可 测 映 射 和 可 测 函 数 


设 X 和 YY 是 任意 给 定 的 集合 .如果 对 每 个 zeX, 存 在 性 一 的 
f(x) EY 与 之 对 应 , 则 称 对 应 关系 是 从 XX 到 了 的 映射 或 定义 在 文 
上 取 值 于 了 的 函数 . 对 任何 zeX，f(Cz) 称 为 映射 在 z 处 的 值 . 显 
然 , 映 射 /由 它 在 所 有 的 xE 处 的 值 fC- -时 和 rz， xzEX} 决 
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定 .因此 ,映射 也 常常 记 为 f(，). 
对 任何 BCY, 称 
IB (f € B} {re fr) € 万 
为 集合 5 在 加 于 人 下 .的 厚 二 对 任 柯 了 上 的 集合 系 之 , 称 
eB BE 
为 集合 系 2 在 映射 f 下 的 原 像 . 关于 映射 的 原 像 ,有 下 面 两 个 命题 . 
命题 1.4.1 集合 的 原 像 有 下 列 性 质 : 
Mo = 2 FY = X; 
BC BI/ B,C!B; 
IBY = 1B, YBCY. 
又 对 任何 集合 了 ,有 
fa 二 加 六 Id, VY {ACY,tET}, 


ET 


ee QA4.=[ fA, VY {ACY,HET). 


了 


证 明 请 读者 作为 习题 证 明之 . | 
命题 1.4-2 对 Y 上 的 任何 集合 系 人 ,有 
of gy = fol@). 
证 明 ”由 命题 1.4. 1 易 见 . 广 lz(s) 是 一 个 z 域 , 故 nr)C 
六 oo(G), 另 一 方面 , 令 
多 一 (有 CTY: 广 BEocr ie))， 
则 多 是 一 个 z 域 且 @C 史 , 镶 而 of GDF od). 
给 定 可 测 空 间 ( 玉 ,By 和 (人,57) 以 及 XX 到 YY 的 山 射 三 如果 
fCF, 
就 把 下 叫做 从 (X97 ) 到 (CY,57) 的 可 测 映 射 或 随机 元 , 面 2 有 -于 
六 1 叫做 使 映射 了 可 测 的 最 小 o 域 .关于 可 测 映 射 有 两 个 重要 定 
理 .定理 1.4.3 用 于 给 出 可 潭 映射 的 简单 判别 法 ,定理 1. 4. 4 则 说 明 
了 复合 映射 的 可 测 性 . 
定理 1.4.3 设 4 是 Y 上 的 任 给 集合 系 . 则 /是 (X,..F) 到 
《Y,a(8)) 的 可 测 映 射 当 且 仅 当 
EF. 


12 第 一 于 ”可 测 空 间 和 可 测 映 射 


证 明 由 命题 1.4.2 易 得 - 
定理 1.4.4 设 g 是 可 测 空间 (X, 匀 3 到 (了 ,5 人 ) 的 可 测 映 射 ， 
是 (7,2) 到 可 测 空 间 (2Z .之 ) 的 可 测 映射 . 则 C/ 。x) (。)-2 
fCg《，)) 是 (XY,. 玉 ) 到 (ZZ, 空 ) 的 可 测 映射 - 
证 明 对 任何 CE 空 ,有 
(f° BC (rE NX: f(g (x) EC) 
= irEX: gr) EFC) 
= gO. 
由 了 可 测 知 ACE2 由 有 可 测 和 .ICE2 又 推 击 
fog) C=g (fC EH. OO 
下 面 转向 测度 论 中 的 男 一 个 重要 概念 一 -可 测 函 数 . 为 此 ,要 引 
进 所 谓 的 广义 实数 集 三 RU {一 oo}U {oo). 今 后 页 中 网 元 察 将 
称 为 广义 实数 . 关于 及 中 元 素 的 顺序 , 除 实数 按 原 有 顺序 外 ,规定 
— oo<a<m, Ya€ERk. 
根据 这 种 顺序 ,又 可 以 定义 出 下 中 的 区 则 ; 对 任何 a,5ERR, 令 
(4:6) = {x ER a 人 LIL} 
[a {x €E Ra 人 ros 
(2a.6] = {rE Ra<zr 人 bh); 
tas = {rE RaEzrd)}. 
关于 下 中 元 素 的 运算 ,规定 
( 士 co) 十 避 一 和 十 ( 工 co) 一 < 一 (于 co 
一 土 cc，VaEe 是; 
《〈 士 ce》 十 ( 士 co) 一 ( 士 co) -二 一 ) 一 士 co 


0， Va€ER,; 
a*( 寺 0)= (4 ee)a 
士 ce，0<<e 委 co， 
-此 a—0, 
于 co， 一 ce 科 2 二 0 


注意 : 诸如 ( 士 呈 ?一 ( 士 ce),( 士 cc)7( 士 c),… 等 是 没有 定义 的 . 对 
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任何 a€R, 记 


at=max(la,0) 和 ar 一 max( 一 ay0)， 


并 把 它们 分 别 叫 恢 & 的 正 部 和 负 部 . 易 见 4 一 a+ 一 a . 男 外 ,还 记 


ef 
-an 一 cojtco 中 ， 


命题 1.4.5 下 列 等 式 成 立 : 


ER 一 a([ 一 cosa): a € RR) 
一 c([ 一 eesa]:a 和 所 亚 ) 
=a((a,c0]:a€ Ry) 
= ol[a,oo]; a € RY. C1.4.1) 


证 明 对 任何 a€ 灵 ,我 们 有 
[一 ee:a)》 一 (一 co) UCmc,a) € Hi, 


大 at[ 一 coya): aE 展 )CSBR; 又 由 


(一 ceo) = 六 [一 ,一 Week([ 一 oaiaceam， 


rl 


{oo0} = = ~ eect— sa): a€ KR), 


(— oa) 一 上 
和 


cosa)N{ 一 ceo) € ol[ ~ co0,2) :a € R), 


一 5 一 cova):a 和 着 ) Co 一 cesc):a ER) 


推 知 [一 = sa): 


QE RBE 于 是 命题 的 第 一 个 等 式 成 立 . 容易 


看 出 ;对 任 a& 届 , 单 点 集 (a} 属 于 (1.4.1) 式 中 后 四 个 集合 系 中 的 任 


何 一 个 .因此 ,命题 的 后 三 个 等 式 也 成 立 . 


定义 1.4.1 


从 可 测 空 间 (X,. 多 ) 到 (中, B88) 的 可 测 上 映射 称 为 


( 蕊 ;多 7) 上 的 可 测 函 数 . 特别 地 ,从 ( 开 , 灾 ?到 ( 尺 , 多 ce 的 可 测 映 射 称 
为 (X, 史 ?上 的 有 限 值 可 测 函 数 或 随机 变量 . 
由 于 5285 和 .人 Be 的 结 攀 相当 复杂 ,所 以 可 济 函 数 和 谓 机 变量 按 定 


义 验证 起 来 是 很 


方法 如 下 . 


难 的 . 但 是 利用 定理 1. 4. 3 却 可 以 给 出 简单 判别 


定理 1.4.6 下 列 说 法 等 价 ; 
(1) 了 是 5 和 ,多 ) 上 的 可 测 函 数 ( 或 随机 变 重 )， 
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(2) {fa EF ,VY aER; 
(3) {falE PF, YaER; 
《4) {f>al EF, YaER; 
(5) {fa}E FH ,VY a€ER. 
证 明 ”由 命 王 1. 4. 5 或 盏 x 的 定义 ) 和 定理 1.4. 3 场 得 . 口 
推论 1.4.7 如 果 了,g 是 可 测 函 数 , 则 
if<g}, (feEa), (f= 8 EH. 
特别 地 , {f=a}E.F ,VY atR. 
证 明 以 Q 记 上 RR 中 的 有 理 数 集 (今后 亦 如 此 》, 则 由 定理 1.4.6 
知 
‘Ff <g} -了 {ff N tg>7)}€.F. 
这 又 推出 {f<g! 二 {8 之 f)“E .多 并 进而 得 
{f=g8} = {fel\f gs}E .SF. OO 
利用 定理 1. 4. 3 和 定理 1. 4.6 极 易 验证 下 列 可 测 讽 数 的 例子 . 
例 1 设 . 是 由 XX 的 一 切 子 集 组 成 的 o 域 : (Y,57) 是 任意 可 
测 空 间 .那么 基 到 了 的 任何 一 个 映射 都 是 可 测 的 . 
例 2 设 aE 天 .可 测 空 间 (X,.) 上 的 常数 函数 f==a( 即 f(x) 
二 4， Y¥ XE€ XX) 是 可 测 函 数 . 
例 3 可 测 空间 (X, 久 ) 上 集合 AE .多 的 指示 隐 数 14 是 可 测 函 


例 4 对 任何 a,5€E 灵 和 不 交 的 及 ,BE ,als 二 bls 是 可 测 函 


$5 可 测 函 数 的 运算 


可 测 函 数 是 一 种 特殊 的 映射 ,其 像 空 向 下 中 的 元 素 , 按 前 一 节 
的 说 明 , 是 可 以 进行 运算 的 . 因此 ,一 个 十 分 自然 而 又 重要 的 问题 是 : 
定义 在 可 测 空间 (X, 红 ) 上 的 可 测 函 数 ,在 经 过 及 中 的 运算 以 后 其 可 
测 性 是 否 仍 然 可 以 保持 ? 本 节 将 回答 这 个 问题 . 

首先 ,讨论 可 测 函 数 的 四 则 运算 - 


S$5 可 测 画 数 的 运算 二 


定理 1.5.1 如 果 Ag 是 可 测 同 数 , 则 

(1) 对 任何 aE 吕 ,af 是 可 测 函 数 ; 

(2) 如 /十 g 有 意义 , 即 对 每 个 + 所 入 ,了 (x) 十 g Cz) 均 有 意义 , 则 
它 是 可 测 函 数 ; 

(3) fg 是 可 测 函 数 ; 

(4) 如 果 gz) 天 0,Y xEX, 则 f/g 是 可 测 函 数 . 

证 明 ” 按 顺 序 来 加 以 证 明 - 

(1) 当 a= 一 一 ce :0 或 c 时 ,分 别 有 

af =— oo0 Too 十 ce 7o<o，0 
或 
ce -Tirm 十 (一 cc) Fo， 


因而 由 $4 例 4 知 a 太 可 测 , 当 
def def 


a€ERt (0, 中) 或 aEER ( 0,0) 
时 ,对 任何 bERR, 分 别 有 
{af 6) {fa EF 或 {af b= {fb/a) € 9, 


因而 由 定理 1.4.6 知 af 可 测 . 
(2) 如 果 f 十 # 有 意义 , 则 对 任意 a€R, 有 
{f +g<a = AU A lA;, 


其 中 
A {f+ eamintf,g)} —— oomax{f,g} < o0} 
={f/-— Uf < EF 
def {f +g <amax{f'e} = oomin{ fg) >— co} 
=GEF,; 


A {tf tea ofg < 


{f<a—gelf{— < gm} 
Uf<rNig<a— NIN- mh,e mo) 


Yen 
在 
于 是 由 定理 1.4.6 知 了 十 gz 可 测 . 
(3) 对 任意 a€R, 我 们 有 {fg 一 a} 一 4414s; 而 且 
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A (fg <a)N tg = 0) 

HET, ds Os 
lig=o0€.F9, ao 
{fg <a}N {go} 
= {fg<afl (ee>oU {gs < 0 
= {ff<ag Nt{g> 0 

UL{f>ag}N ts < 0}] 

一 [te 中 NU <7,78 < a)] 


U [tg =<o0} NU{f > Ys <alje F， 


def 
ep 


其 中 {7Yg <a} EF 是 因为 (1) 中 已 证 明 xg 是 可 测 函 数 ,于 是 由 定理 


1.4.6 知 fg 可 测 . 


(4) 如 果 对 每 个 xEE 基 拘 有 g(x) 关 0, 则 由 定理 1.4.6 及 本 定理 


已 证 之 (1) 得 
{g <al= {le <a ie>o0U {a < 0)) 
= [{ag>1}N {g> 0}] 
ULitag<1N {ge <0eE., 
即 g 可 测 ,于 是 ,利用 已 证 之 (3) 便 知 f/g 可 测 . 
其 次 ,讨论 可 测 函 数 的 极限 运算 . 
定理 1.5.2 如果; 所 ,x 一 1,2;…} 是 可 测 函 数列 , 则 
inffs, supfa lim inft 广 和 lim sup 太 
仍 是 可 测 函 数 . 
证 明 注意 对 任意 <ER， 
finf 2 a) 一 a}; 


{liminffs > 0} =U UV fs > a +t /hs 


kl Al mm 


tim supt, <a} = DU UO A < 0. 
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可 见 定理 中 的 四 个 函数 都 是 可 济 阔 数 . 丫 

第 三 ,讨论 可 测 函 数 的 结构 . 

为 此 ,要 引进 一 些 术 语 和 概念 ,有限 个 两 两 不 交 的 集合 {A4, 呈 图， 
i=] ,如 满足 A 一 下, 就 把 它 称 为 空间 天 的 一 个 有 限 分 割 . 
如 对 每 个 i~1,2,…,x 有 和 AE, 则 苹 的 有 限 分 割 {Ai, 2 二 1,2,…， 
3 } 称 为 可 测 空间 (CX ,8 ) 的 有 限 可 测 分 割 . 对 于 可 测 室 间 CX ,多 ?上 
的 函数 ,区 一 中 ,如果 存在 有 限 可 测 分 割 (A.E. ,i 二 1],… ,nn} 和 实 
数 {a， 一 1 使 


f= Dalss 

则 称 之 为 简单 函数 . 由 定理 1. 5. 1 可 见 : 简单 函数 总 是 可 测 的 . 又 易 
见 ,简单 浮 数 的 线性 组 合 还 是 简单 函数 . 此 外 ,我 们 还 作 如 下 约定 : 
对 可 测 函 数 ,如 果 存 在 M>0 使 |f《x) | 志 M,Y zx€ 芝 , 则 称 之 为 有 有 
界 的 ;一 个 可 测 函 数 的 正 部 广 和 负 部 广 定义 为 

ft (zr) = [f/x], YrEX, 
一 串 可 测 函 数 {f..n 二 1,2,…") 当 n>9 时 点 点 收 全 到 可 测 函 数 站 , 即 

lr fxr). YIEX., 

则 记 为 请 …; 如 此 等 等 . 

定理 1. 5.3 下 列 命题 成 立 : 

《1) 对 和 伍 何 非 负 可 测 了 廿 数 了 ,存在 非 负 简单 函数 列 {f.,n 一 1,2， 
:使 户 + 关 如果 地 是 非 负 有 界 可 测 的 , 则 存在 非 负 简单 函数 列 
{ 六 一 1,2,…) 使 ACr)f+ACz)? 对 工 EX 一 致 成 立 . 

《2) 对 任何 可 测 函 数 /, 存 在 简单 函数 列 { 太 ,= 一 1,2,…) 使 户 
一 六 如 果 了 是 有 界 可 测 的 , 则 存在 简单 画 数列 (六 ,= 一 1,2,…-)} 使 
六 Cr) 一 Fr 对 EX 一 致 成 立 . 

证 明 设 了 非 侍 可 测 - 对 每 个 n 一 1,2,-…, 令 

= 区 (Ac 十 nls 
风 六. 非 负 非 降 上 且 
Of hr) El/ 当 F(z) < 和 ma 
n= f(r) fz), 当 Ar) 之 双 . 
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可 见 limz(z) 一 Fr) 对 登 个 EX 成 立 . 如 果子 还 有 界 , 列 对 充分 
大 的 wn 有 
0 A Vr€E Xs 

从 而 limfCz) 二 f(z) 在 用 上 一 致 成 立 .这 证 明了 (C1). 为 证 (2), 只 
需 利 用 表达 式 了 二 招 一 了 并 对 扩 和 广 分 别 用 (1) 的 结论 即 可 . 口 

第 四 , 编 出 一 个 关于 复合 可 测 函 数 的 定理 , 它 的 必要 性 部 分 有 点 
像 是 定理 1.4.4 在 特殊 情况 下 的 赣 命 题 . 

定理 1.5.4 设 & 是 (X, 包 ?到 (T, 2 的 可 测 上 映射 . 则 五 是 
(Xs,g 1S2) 上 的 可 测 函 数 (或 随机 变量 ,或 有 界 可 测 申 数 ) 当 且 仅 当 
存储 (Y,57) 上 的 可 测 遂 数 ( 或 随机 变量 ,或 有 和 界 可 测 函 数 )f 使 有 一 
ER 

证 明 ”定理 的 “ 当 ?” 部 分 是 定理 1. 4. 4 的 特例 , 故 只 需 证 明定 理 
的 *“ 仅 当 ” 部 分 - 

首先 ,考虑 疡 是 (X,s !157) 上 的 简单 函数 , 即 存在 义 的 有 限 可 
测 分 制 {14,.€ 8 1 1 一 ,2 和 实数 (ai 一 1 使 二 一 


bp ,了 4 的 情形 . 对 每 个 i=1,…,n, 取 CE 使 A 二 g 1C., 则 对 


BB 一 CNUC( 这 里 ,我 们 把 岂 Ci 理解 为 好 ,今后 亦 如 此 ] 有 
4=A\ Us) = enoo\ Ud) = ep 
十 是 f= 法 ls 是 07,579 上 的 简单 画 数 且 
Ce Dar) es Bae) 


-De {gx)) = (fo pO) 


对 每 个 xEXX 成 立 . 这 说 明 当 疡 是 简单 函数 时 定理 的 结论 是 成 立 的 ， 


而 且 还 可 以 取 为 简单 函数 . 
再 考虑 (和 ,sg “993 上 的 一 般 可 测 函 数 (或 随机 变节 ,或 有 界 可 测 
函数 )h. 这 时 ,可 以 取 简 单 函数 列 (ha,n 一 1,2,…} 使 limmh, 一 (定理 
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1.5. 3). 根据 对 简单 函数 已 经 得 到 的 结论 ,对 每 个 7 一 1,2,…, 存 在 
0Y,57) 上 的 简单 还 数 疡 使 和 = 大 g. 如 果 hm7,(w) 存 在 (或 存在 
且 有 限 ,或 存在 且 有 和 界 ), 邻 fy) 一 limf。(3); 其 他 情况 下 今 f(y) 一 
0. 则 了 子 昨 (,2) 上 的 可 测 函数 (或 随机 变 其 ,或 有 界 可 测 函 数 ) 且 
ht{x)= limh, (x) limf,(g8 Cx)) 
= flgCry), YX=X， 口 

请 注意 定理 1. 5.4 证 明 过 程 中 其 有 典型 意义 的 方法 ! 在 测度 论 
和 概率 论 中 ,为 了 证 时 一 个 关于 可 测 函 数 的 命题 ,常常 分 解 为 如 下 几 
个 比较 容易 的 步 又 来 进行， 

C1 证 明 该 命题 对 最 简单 的 两 数 一 - 指 滩 耳 数 破 立 . 

C2) 正明 该 命题 对 非 负 简单 函数 -一 指示 函数 的 线性 组 合 威 


立 . 

{3) 证 明 该 命题 对 非 负 可 测 函 数 一 - 非 降 非 负 简 单 函 数列 的 极 
限 成 立 . 

(4) 证 明 命题 对 一 般 可 测 函 数 一 一 两 个 非 负 可 测 函 数 , 即 它 的 
正 部 和 负 部 之 差 成 立 ， 


按 上 述 步 骤 证 明 命 古 的 方法 叫 徽 测度 论 中 的 典型 方法 . 典型 方 
法 符合 人 们 的 认识 过 程 , 是 一 种 具有 普遍 意义 的 , 行 之 有 效 的 方法 ， 

把 典型 方法 分 别 和 推论 1. 3.4 和 推论 1. 3. 6 铺 合 起 来 ,可 以 得 
到 下 面 两 个 用 十 讨论 关于 可 测 陋 数 俞 题 的 定理 . 

定理 1.5.5 设 .ef 是 一 个 域 , .A 是 一 个 由 王 上 的 非 负 广 闵 室 
值 函 数组 成 的 单调 类 , 即 亡 是 式 上 具有 下 列 性 质 的 由 非 负 广义 实 值 
范 数 组 成 的 集合 

(1 对 任何 f,g€.AH 和 实数 4a, 这 0, 有 af 二 bg EAs 

{2) 对 任何 {EA 二 112,…) ,如果 所 丰 f, 则 EA 
如 果 对 每 个 4E.e7 均 有 了 TAE- 和 , 则 一 切 ( 和 :Co 上 上 的 非 负 可 测 
消 数 均 属于 .XK、 

证 明 令 写 一 {4: 4EA}; 则 由 单调 类 的 定义 之 <2) 知 作 是 一 
个 单调 系 ;又 从 定理 的 条 件 知 多 二 .wy7. 因此 ,你 忆 ol-er) 《推论 
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I.3.4), 即 JT4€A 对 每 个 AEol-e7) 成 立 .由 此 及 单调 类 的 定义 之 
《1) 又 可 多 : 一 切 (X,ol.ar7Y) 上 的 非 负 简单 函数 均 属 丁 .过 ,但 是 ,每 
一 个 (X,ol-srY)) 上 的 非 负 可 测 消 数 均 可 天 为 一 串 非 降 非 负 简 单 阔 
数 的 极限 (定理 1. 5. 3), 因此 ,由 单调 类 的 定义 之 (2) 进 而 推 得 一 切 
Csabar7)3 上 的 非 负 可 测 消 数 均 属于 A. 口 

定理 1.5.6 设 多 是 一 个 r 系 , 双 是 一 个 由 关上 的 非 久 广义 
实 值 函 数组 成 的 1 类, 即 它 是 刁 上 县 有 下 列 性 质 的 非 负 广义 实 值 天 
数组 成 的 集合 ， 

(1 1ESe; 

C2) 对 任何 fgES 和 a,BER, 和 如 果 af 二 bg 之 0, 则 

af tbgE SE, 

《3) 对 任何 {En=1,29 中 ) ,如果 ff, 则 /Es 
如 果 对 每 个 AE .到 均 有 JE 玫 , 则 一 切 (XK,a( 字 )) 上 的 非 负 可 测 函 
数 均 属于 纪 . 

证 明 令 多 ={4: 7aE 铬 }, 则 由 1 类 的 定义 知 多 是 一 个 4 系 . 
又 定理 的 条 件 表明 多 刁 多 . 这样, 我 们 就 得 到 多 字 o (天 ) (推论 
1.3.6), 从 而 4E 经 对 一 茹 AEal 久 ) 成 立 . 由 此 及 1 类 定义 之 (2) 
又 可 见 : 一 切 (X,a(22)) 上 的 非 负 简单 到 数 均 属 于 人 47. 更 进一步 .由 
入 类 定义 之 (3) 叉 推 得 ; 一 切 ( 民 ,ac( 安 )) 上 的 非 负 可 测 函 数 均 属 于 
加 


习 题 1 


1. 证 明 下 列 指示 函数 的 性 质 : 

《1) Tansg 一 YaTa5 

《2) 如 果 A 位 B= 二 名 , 则 Fus 一 人 十 Tai 

“3) 如果 4 二 B, 则 Tog 二 了 4 一 了 ps 

C4) Taan—=TaCl—Ia) + Tatl—1a)s 

《5) 如 果 {4omn 一 1,2，)} 单 调 :出 了 ua 一 limTa 


C8) Tinuaa 一 lim inffa Tm opr, —lim supTa,.. 
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2. 设 (A4,,n 一 1,2,…} 两 两 不 交 . 证 明 : lima 4 一 他 ， 
3， 王 明 空 集 属 于 半 环 . 
4. 证 明 : 如 果 多 是 一 个 半 环 且 及 ,8E€ 钨 , 则 4\ 召 可 表 成 多 二 
有 限 个 不 交集 之 并 . 
5. 证 明 : 家 * 是 只 上 的 环 . 
6. 证 明 ; 如 果 沟 是 一 个 环 ( 或 o 环 ) 而 且 XE 统 , 则 它 也 是 域 
(或 o 域 ). 
7. 证 明 , 如 果 圾 是 一 个 环 , 则 .多 二 名 U14'，AE. 视 } 是 域 . 
8. 证 明 : 如 果 域 对 可 列 不 灾 并 运算 是 封闭 的 , 则 它 是 域 . 
9. 证 明 : (1) 多 xs 是 R 上 的 半 环 。 
(2) B= {Cab ,Casbls [ase Lab: ceERRa<2o} 是 下 上 的 
E 环 ; 
《3》 所 有 开 区 间 组 成 的 集合 系 Ga 一 {Ca 5: ar5EER,ahp} 不 是 
责 上 的 半 环 ; 
Cd4) gD) oe). 
10. 设 { 镍 ,En 二 1,2，… ?是 芳 中 两 两 不 交 的 集合 . 证 明 它 是 
一 个 半 环 . 求 由 这 个 半 环 生成 的 o 域 . 
11. 设 久 是 一 可 列 集 . 令 = 和 {zx}; xER). 求 o(2). 
12. 设 多 是 一 个 半 环 . 证明 o( 多 )==alr (多 )). 
13. 设 4 是 筷 中 的 非 空 集合 , .是 及 上 的 o 城 . 试 证 明 ; 
(4,4 门 多 ) 是 一 个 可 测 空 间 , 这 里 ,对 任何 集合 系 台 , 记 
人 有 如一 44 门 五 ,五 多 2£)}. 
14. 设 打 和 4CX, 过 是 X 上 的 集合 系 . 试问 m(ANMm4) 一 
4 门 mk 是否 成 立 ? 
15. 证 明 : 定理 1. 3. 3 等 价 于 推论 1. 3, 4 定理 1.3. 5 等 价 于 推 
论 1.3.6. 
16. 证 明 命题 1. 4. 1， 
17. 设 刀 是 有 中 中 的 可 数 狗 集 . 证 明定 理 1.4.6 中 把 “Y a€R” 改 
为 “Y a€D” 以 后 ,结论 仍然 成 立 - 
18. 证 明 :; 对 任何 a,6S€ 丰 和 任何 4,BE€ 交 , 只 要 a 十 6 有 意义 ， 
则 aIs 十 BbIs 是 可 测 函 数 - 


可 


kk 
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19， 如 朵 是 可 测 空 生 (X,Y 上 的 可 测 函 数 , 则 它 是 简单 函数 
当 且 仅 当 其 值 域 是 有 限 个 实数 组 成 之 集 . 

20. 设 4 4。 是 空间 X 的 一 个 有 限 分 菜 . 令 也 二 oCAl,…， 
4.), 求 (区 ,J 上 的 金 体 可 测 通 数 - 

21. 证 明 : 实 输 上 的 实 值 单调 函数 是 (BR ,sx) 上 的 随机 变节. 

22. 证 明 : 实 轴 上 的 实 值 连续 函数 是 (R ,: 光 e) 上 的 随机 变量 - 

23. 设 (和 ,22 和 (2 是 两 可 测 空间 , 了 是 基 到 YY 的 映射 ， 
4 4。 是 (X, 多 ?的 一 个 有 限 可 测 分 割 ,定义 4, 到 Y 了 的 映射 

人 

证 明 : 了 是 (X92) 到 (Y,57) 的 可 测 映射 当 且 仅 当 对 每 个 i 二 1,…， 
n; i 痢 是 C4 4, 门 天 ?到 5 了,22) 的 可 测 映射 - 

24. 设 { 矿 一 1,2,…-} 是 可 测 空间 (X, 关 ) 上 的 可 测 困 数 列 . 证 
明 : ftlim 娘 本 }E. 史 ,又 对 (X, 罗 ?上 的 任 一 可 测 函 效 了 (im 太一 
[= 

25. 设 用 ,… ,fi 是 可 测 空间 (了 ,23 上 的 随机 变量 . 对 每 个 = 和 所 
及 ,把 Cry 无 (zy 按 从 小 到 大 的 顺序 排列 成 fo (7) 和 所"… 寺 
fostx} (如 果 有 两 个 相等 的 , 那 就 随便 规定 它们 的 顺序 ). 这 样 定义 
出 实 的 消 数 /0 ,… ,fo, 称 为 记 ,… ,的 次 序 统 计量 . 证 明 : 对 任何 
下 一 1 ay fw 还 是 可 测 空间 (CX, ) 上 的 随机 变量 . 
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测度 ,作为 实际 齐 量 的 结果 ,对 我 们 来 说 并 不 陌生 . 全 线段 的 长 
痿 .平面 上 某 些 曲线 围 成 的 面积 和 容器 的 容积 等 都 是 测度 , 随 着 科学 
枝 术 的 发 展 . 人 们 越 来 越 认 识 到 ,仅仅 讨论 这 些 由 直接 经 验 建立 的 测 
度 是 远 远 不 够 的 .例如 ,概率 从 抽象 角 府 看 是 对 形形色色 的 事 记 发 生 
的 可 能 性 进行 测量 . 因而 内 有 在 机 这 空间 的 集会 十 建立 了 测度 , 才 有 
可 能 真正 解决 概率 论 的 问题 . 在 抽 亲 室 间 建 主 测度 是 没有 什么 直接 
经 验 可 桥 的 ,只 能 采用 公理 化 方法 . 当然 ,归根 结 底 ,公理 化 方法 中 前 
那些 公理 也 是 从 实际 中 提炼 出 来 的 . 


§ 1 测度 的 定义 及 性 质 


给 定 空间 且 上 的 集合 条 .定义 在 上、 取 值 呈 10,*] 的 饮 数 
鬼才 


将 称 为 非 负 全 函数 .用 希腊 字母 wwr,… 等 记 之 . 设 
负 集 函数 . 和 如果 对 储 意 可 列 不 阿 向 不 交 的 集 肥 各， A:, 


UAe 4, 琉 一 定 有 


| U4 i Cy 
则 称 x 共有 可 列 可 加 性 . 测度 的 公理 化 定义 如 下 . 
定义 2.1.1 设 人 是 X 上 的 集合 系 且 户 E 人 .如 果 全 上 的 非 负 
集 函 数 x 有 可 列 可 加 性 并 且 满 足 j《 名 ) 一 0, 则 称 之 为 4 上 的 测度. 
如 果 对 每 个 4E cs 还 有 APGC4)<c, 则 称 测度 上 是 有 限 的 ;如果 对 每 


个 AE 用, 存在 满足 (4 )<co 的 {4 生 呈 ,一 1,2，…) ,使 得 U4.= 
加, 则 称 测度 p 是 o 有 限 的 . 
如 时 对 字 中 任意 有 限 个 两 两 不 交 而 且 满足 Uaes 的 集合 
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4 ,ao, 均 有 


才 Uaj = DA, 
则 称 非 入 集 函数 pg 有 有 限 可 加 性 ; 如果 对 性 何 A, BE ,ACB， 
B\A4EA, 只 要 L(A)<< 吕 ,就 有 
HB\A) = 1(B) — pCA), 

则 称 非 负 集 函 数 jy 具有 可 减 性 . 作为 一 个 习题 ,由 测 新 的 定义 不 难 
证 明 : 

命题 2.1.1 测度 具有 有 限 可 加 性 和 可 减 性 - 

让 我 们 看 一 些 关 于 测度 的 例子 . 

例 1 设 艾 是 一 非 空 集合 而 .了 是 由 XX 的 一 切 子 集 组 成 的 集合 
系 . 以 #CA) 记 集合 4 中 元 素 的 个 数 并 令 p(A) 一 # (4),YAE ， 
财产 是 子 上 的 测度 . 如 和 是 有 限 集 . 则 产 是 有 限 测度 :如 束 是 可 列 
集 , 则 py 是 so 有限 测度 . 

例 ? 设 (X,) 是 一 可 测 空 间 . 如 果 z 是 臣 的 一 个 给 定 元 素 , 对 
每 个 4EGZ, 令 


2 
De(4) = Takz) 一 全 4 
则 3. 是 如 上 的 测度 .更 进一步 ,如果 zz 拓 瑟 , 则 
天王 Ds 


还 是 上 的 测度 . 这 类 测度 称 为 点 测 座 . 

例 3 设 玉 = {1,2,"} 和 二 ACK: # (C4) 芝 吕 或 并 (4) 之 

co). 仿 

10， 六 (4d) 之 oo， 
lo #(4) < co 
则 gg 其 有 有 限 可 加 性 但 无 可 列 可 加 性 ,因而 不 是 测度 . 

例 4 直线 上 线段 的 长 度 . 设 多 s 是 在 第 一 章 82 中 所 定义 的 由 
直线 上 线段 (a,5] 组 成 的 半 环 - 对 每 个 线段 (4,8], 称 5 一 a 为 它 的 长 
度 , 则 长 度 是 半 环 多 。 上 的 测度 . 

最 后 这 个 愧 子 的 结论 既 在 直观 上 符合 人 们 的 实践 经 验 , 也 可 以 
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按 测度 公理 化 定义 的 要 求 予 以 证 明 . 但 是 ,我 们 将 不 就 尘 论 于 地 只 证 
明 它 ,前 足 去 证 明 一 个 更 一 般 的 重要 命题 . 事实 上 ,只 要 在 下 面 的 命 
题 中 令 ECz) 一 z,Y rER, 就 可 以 得 到 例 4 的 结论 . 
命题 2.1.2 设 X 一 R,3 一 x, 而 是 RR 上 非 降 右 连续 的 实 值 
函数 . 对 任意 的 a,bER, 令 
pL((abD)) 一 
则 是 4 上 的 测度 . 
证 明 妆 见 (2B)=0. 因 此 只 舌 验 证 具有 可 列 可 加 性 . 我 们 


把 证 明 的 过 程 分 成 4 个 小 命题 : 
(1) gg 有限 可 加, 设 {Caisb.] Ex i 一 1，-… yn} 两 两 水 交 晴 


五 (5 — Fay, a < hb, 


Os a 六 6b， 


U 0.55] = Ca,5]. 
不 失 一 般 性 ,无 妨 设 a 所 6 并 且 a 所 5. 对 每 个 i 一 1,… 成立. 把 ay， 
和 …*ax 按 从 小 到 大 的 顺序 排 成 < 和 和 … 委 ao 和 按 从 小 到 大 
的 顺序 排 成 by 人 … 伟 bm ,如 


4 一 ae0 Eb — a0 Sb = 
一 amp bo 一 am Sb = 6b, 


傣 而 


AKC(a6]) 一 Fe) 一 下 (a) 一 2 [Fo — Faw)] 


ft 


Ss Sir — F(a)]= pcassy). 
(2> 如 果 (a1,6)E GG 二 1,2,…) 殉 两 不 交 且 
U Cab] TS 《ao 
则 8 
pa]) 2 BeccarsbeD. 


无 妨 设 as<se 并 且 as 导 6 对 每 个 4 一 1,2,… 成 立 , 对 每 个 一 1,2,…， 
记 ac 委 … 委 ao 和 bo< 适 … 委 bo 如 (1)， 则 有 
aa 所 bo Saw bs 
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EA Eb am Eb Eh, 
从 而 由 (13 推 得 
pn(CabD)= FB — Flay 


= Fla) — Fa) + DLR — Fla,)] 
三 


十 DEFaors) — FCB)I TH FG) 一 FOB) 


:1 


> 六 [Foo) 一 Pa) 一 >CE() — Fla)] 
Et =! 


一 Du aby. 


=! 


令 z 一 一 即 得 所 要 结论 
(3) 对 于 满足 Uc Garb dD Ca,b 的 (a ,8]E Br 和 {Ca ,bE Pr, 
a 
,总 有 
Ha.b]) 扫 Bu :6 ])- C2.1.1) 
无 妨 设 如 (1). 当 nn 一 1 时. (2.1. 人 D 式 居然 破 立 . 根据 数学 归纳 法 , 倘 
车 (2. 1. 1) 式 对 n 一 成立, 需 证 它 对 nn 二 十 1 也 成 立 . 到 整数 fm 使 
1 十 1 目 如 一 ,ax , 易 见 es 当 a 之 a 时 ,由 (1) 直 接 推 
得 
pa BD= FO — Fla) SFB) — Fa) 


1 1 


FY — F(ai)] = Cab, 
可 见 (2.1. 11) 成立 . 当 4a<<as 时 , 必 有 (a ,a J Ue 6,], 从 而 由 归纳 


> 
法 假设 推 得 
abD= F(b) 一 下 Ca) 
Fb) 一 下 (ao) + Fea) — Fla) 


SFE — Fd) 十 | 局 (sg]] 
0 
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Fb) — Fla)+ 人 LFEBY 二 Co) 


so Tk 


CE kl 


一 DFGY— Fea) = 2 ua bl), 
可 见 (2.1. 1 起 仍然 成 立 ， ba 
C4) 如 果 { (a.,&]E Sn zi 一 1.2. 两 两 不 交 且 U (0.1bj = 
4], 则 > 
CCa 的) SE Suc, 已])- 


无 妨 设 如 (2) ,对 任何 se>0, 取 60 使 
FB + BY — FBY < sy2 

则 对 任何 7 这 0; 开 区 间 列 和 asB. 十 60),7 二 1,2,*…}) 形 成 闭 区 间 
[a 十 ,6 的 一 个 开 短 盖 . 因此 ,存在 x 使 

UCaist tt JD [Lat 7,6]D (at 7y,8]. 

Bo 
于 是 由 (C3) 得 

Fo) — Fla tSE DELFT do) — Fla)? 


i 


< De Fdt+ 2 
后 


< De ,9]) + 


在 上 式 中 先 令 9>0， 再 令 < 一 0 即 得 (4). 

易 见 (2> 和 (4) 结 合 起 来 即 是 命题 所 变 的 结论 。 品 ] 

最 然 前 面 在 很 一 般 的 集合 系 上 定义 了 测度 ,但 我 们 的 主要 目标 
还 是 讨 沦 由 XX 的 子 集 形成 的 某 个 o 域 . 守 上 的 测度 . 今后 ,空间 X， 
加 上 由 它 的 子 集 形成 的 一 个 of 域 多 .再 加 上 多 上 的 一 个 测度 上 ,三 

一 体形 成 的 (和 ,有 ,0 称 为 测度 空间 . 如果 NE.F 而 且 jCN) 二 
0, 则 称 N 为 的 零 测 集 . 易 见 , 例 1 中 (XY..7 ,px) 和 和 鲍 2 中 的 (X, 作 ， 
都 是 测度 空间 . 如 果 测 度 空 间 ( 和 ,天 , 己 ) 满 足 书 (X) 一 1, 则 称 它 为 
概率 空间 ,对 应 的 PP 叫做 概 府 测 府 . 在 概率 空间 (多 ,已 中， 多 
中 的 集合 4 又 称 为 事件 ,而 P(A4) 称 为 事件 4 发 生 的 概率 . 
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例 5 设 刁 一 ftzlrzz 是 一 个 可 列 集 而 了 是 由 闫 的 一 切 子 
集 组 成 的 = 域 . 如 果 每 个 x, 对 应 着 -一 个 非 负 实数 w, 则 
A(A) 一 2 YAE 
是 字 上 的 测度 ,而 (XK, , 力 形 万 一 个 测度 空间 . 
例 5 设 基 是 一 个 有 限 集 , 了 是 由 区 的 一 切 子 集 组 成 的 o 域 . 


定义 

PC = vAEF 
则 (XX, ,PP) 形 成 一 个 概率 空间 . 这 个 概率 空间 就 是 初等 概率 论 中 
的 古典 概 型 - 


例 工 例 5 和 例 5 都 是 在 比较 特殊 的 = 域 上 的 测度 . 在 一 般 的 = 
瑾 上 建立 测度 则 要 复杂 得 多 ,通常 使 用 的 办 法 是 把 半 环 上 的 测度 扩 
张 到 由 它 生成 的 og 域 上 去 . 实 变 函数 中 建立 Lebesgue 测度 时 就 是 这 
样 敌 的 ;那里 所 用 的 半 环 就 是 例 4 的 那个 半 环 . 为 给 半 环 上 测度 的 扩 
张 作 必 要 的 准备 ,需要 先 讨 论 半 环 上 非 负 集 函数 的 性 质 . 而 为 了 使 这 
些 性 质 的 描述 更 简 清 , 则 要 用 到 下 列 关 于 集合 系 仿 上 的 非 负 集 函数 
和 的 四 个 术语 : 

如 果 对 任何 4,B€ 加 上 且 4CB, 均 有 jp(4) 志 jtB), 则 称 y 具 有 
单调 性 ; 

郊 果 对 任意 可 列 个 集合 和 ,A2，…E€ 人 ,只 要 忆 A€4, 就 一 定 


有 
< Ds ys {2.1. 2》 


iC: 


则 称 是 半 可 列 可 加 的 ， 
如 果 对 任意 A1,As,…EE 史 ,A AEG, 均 有 
Am(C4) = LimwCdo)， C2.1. 3》 


则 称 产 是 下 连续 的 ; 
如 果 对 任意 4 A4s… 和 四 ,4 AES 且 jC(AV < (2.1.3) 


式 均 成 立 , 则 称 4 是 上 连续 的 . 
命题 2.1.3 半 环 多 上 有 有 限 可 如 性 的 非 负 集 函 数 x 必 有 单 
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调 性 和 可 三 性 . 
证 明 设 4,8EE 久 而 且 4B. 则 存在 两 两 不 交 的 集合 {C,E 


多 ,i 一 1,…sn} 使 B\4 一 Uc:. + 是 由 


B-AU BA AUUG, 
及 有 限 可 加 性 推出 
Rt Bue 之 (4)》， 
单调 性 得 证 . 如 果 如 ME 当 是 PC4)<c ,那么 由 上 式 的 等 式 部 分 再 
加 上 
A(B\AY = DilC,) 
就 得 到 可 减 性 . 呈 
命题 2.1.4 半 环 之 上 的 非 抽 可 列 主 加 集 画 数 y 共有 半 可 列 
可 加 性 、 下 连续 性 和 上 连续 性 . 
证 明 ”由 于 风 € 久 , 故 由 可 列 可 加 性 推 知 
CO = (GY KB), 
从 而 jg 多 ) 二 0 或 吕 . 如果 pj( 几 ) 二 oo0， 那 么 对 任何 A4E€ 史 均 有 
pA) 一 A(4) FAG CY 
从 而 C42 二 吕 , 可见 命题 的 结论 成 立 .于 是 无 妨 设 w( 好 ) 一 0, 即 产 
是 室 上 的 测度 . 此 时 命 显 的 结论 可 逐条 证 明 如 下 . 
下 连续 性 ”如果 41,4z，… 后 多 ,A 不 4 所 多 , 则 存在 两 两 不 交 的 
集合 {CE 名 ,上 一 1,… 如} 使 对 每 个 mn 二 1,2,… 有 


aa 1 = Uc 
< 记 4o 一 久 ). 于 是 由 测度 的 可 列 可 加 性 和 有 限 可 加 性 得 


2 一 (UA) = UA) 


= 


jc = 立 全 pc 


1 21 1 
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SS Je 立 袜 eco 


和 
一 Dy 
可 见 (2.1.3) 式 六 
上 连续 性 ”如果 4,42,…E-?,4 4E 包 且 Ad4D 基 , 刚 存 

在 两 两 不 交 的 集合 1 后 包 ,大 二 1， 使 对 竺 个 一 1, 2， 有 


易 匈 

{A CE DRE= 1 kn 1'2, 
两 酚 不 交 是 A = UnD U 4-U Ue U A4, 故 由 可 列 可 
如 性 得 


2 
AAD) 一 DD uC) + pA) 《2.1. 4 


1 


对 每 个 2 特别 地 企 上 式 中 取 ”一 1 便 得 
pa AD 二 co 


= 和 


从 而 lm) Bye 这 样 由 (2.1. 4) 式 就 得 到 52. 1.3) 式 . 
半 可 列 可 加 性 ”如 果 41,44,…€ 名 且 届 4sE 多, 则 由 环 的 定 
广 知 


Ms E DTErD)~ A, E rv) 


AN U4 € ro) 
对 每 个 一 1,2,… 成 闻 . 于 是 存在 两 两 不 交 的 集合 {C4€ 名 ,一 1， 
.使 
AN\ Ua -Uc 
《定理 1. 35.2) 运用 同样 的 推理 又 知 , 存 在 两 两 不 交 的 集合 {Dr 二 
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多 ,i 二 1,… vn} 使 。 
A\ De -Dp 
于 是 我 们 得 到 表达 式 
4 De UDP 
其 中 {C1， wy DueesDP sa 1 2) 两 画 不 交 这 样 , 由 4 
的 可 列 可 加 性 便 推 得 


ES i 
=AdU | = BDDC) 
oa fi 


3 大 人 
< | ACCua) 十 SR 
{ 


故 (2.1.2) 式 亦 得 证 . 

综合 以 上 两 个 命题 ,我们 得 

定理 2. 4.5 半 环 上 的 测度 具有 单调 性 ,可 减 性 , 半 可 列 可 加 和 
性 ,下 连续 性 和 上 连续 性 . 

命题 2. 1. 1 表明, 测度 的 可 列 可 加 性 旨 含 着 有 限 可 加 性 . 反 过 
来 ,有 有 限 可 加 性 的 非 负 集 函 数 什么 时 候 会 有 可 列 可 加 性 呢 ? 对 于 环 
的 情况 ,有 如 下 的 答案 . 

定理 2.1.6 对 于 环 妥 二 的 有 限 可 加 非 负 集 函 数 ,有 

029 可 列 可 加 

< 一 (2) 闫 半 可 列 可 加 

< (3) jp 下 连续 

一 > (4) 上 连续 

一 (5) 4 在 作 上 连续 , 即 对 任何 满足 4s+ 她 和 p(A1) 志 的 

{EE 玉 ,nn 一 1,2,…) ,有 
limp(A,) = 0. 
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如 果 产 基 有 限 的 , 则 还 有 (5) 一 - (1). 
证 明 由 上 于 环 也 是 半 环 . 故 击 定理 2. 1.5 知 (1) 一 (2),《37 和 
人 4) 又 显然 有 (4 一 -05). 因 此 ,只 需 完成 下 列 步 又 的 证 明 . 
def 


2) 一 >) ; 如 果 {(4,E 及,n 二 1,2,…} 两 两 不 交 生 A 一 一 Ua 
E 琴 , 则 由 的 单调 性 (命题 2.1.3) 和 有 限 可 加 侨 知 
(A) 之 A UA) = Daa 


对 每 个 NN 二 1,2,… 成 立 ,从 而 A) 之 ca 此 式 加 上 产 的 半 可 


列 可 加 性 即 得 (1?， 
(3) 一 > (1): 如 果 {4,E 坟 ,xn 二 1,2,"…} 两 两 不 交 , 则 


UA = 


一 Sua). 
(一 0) (在 有 限 的 条 件 下 ); 如 果 {4.€ 溉 ,n 一 1.2,…} 了 两 
两 不 交 且 JJ 4,E 到 ， 出 


oa 


4. -Ua\ Ua. EE 


"= 2 


从 而 由 4 = -器 U 癌 4. 和 有 限 可 加 性 得 


.WW 


AUA) = Scarsy +4 UD aA). C2.1.5) 


但 是 , /有 限 且 在 好 上 连续 , 故 外 4,+ 多 蕴 合 各所 4 一 
0. 这 样 ,在 52. 1. 5) 式 的 两 端 令 N 一 吕 , 就 在 有限 的 条 件 下 由 (5) 
推 得 (1)， 口 
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为 了 把 半 环 上 的 测度 扩张 到 o 域 上 去 .需要 引进 外 测度 的 概念 
并 讨论 它 的 性 质 . 

定义 2.2.1 由 及 的 所 有 子 和 集 组 成 的 集合 系 .7 到 中 的 函数 + 
称 为 邓 上 的 外 测度 ,如 果 它 满足 : 

(1) mg)=0; 

(2》 对 任何 4CBCX 有 Cd4)<rCB)i 


《3) 对 任何 {duE 和 一 1,2…} 有 口 如 < 中 ca 
从 定义 可 见 外 测度 是 人 上 具有 半 可 列 可 加 性 的 非 负 集 函数 . 
这 个 结论 加 上 上 定义 之 (1 又 可 见 外 测度 也 是 半 有 限 可 加 的 . 下 面 的 定 
理 表明 ,外 测度 的 定 尽 其 实 十 分 宽松 ,几乎 随便 给 定 一 个 集合 系 以 及 
该 集合 系 上 的 一 个 非 负 集 函 数 ,就 可 以 产生 一 个 外 测度 . 在 定理 的 表 
述 中 ,下 中 空 集 的 下 确 界 规定 为 oo. 
定理 2.2.1 设 如 是 一 个 集合 系 且 放 E3. 如 果 z 上 的 非 负 集 
计数 y 满足 er 对 每 个 4E 2 , 令 
r(C4? 一 inf { 瑟 zkao: BEG, nl1; Us.24)}. 2.2.1) 
则 = 是 一 个 外 测度 ， 称 为 由 产生 成 的 外 测度 . 
证 明 表 名 CZBUSBU…, 由 (2.2.1) 式 立 得 
OSB) EAG) TH KB) = 0, 
从 而 定义 2.2.1 之 (1) 满 足 . 如果 4 广 B, 那 么 只 要 {B,.E 2,n 二 1,2， 
-… 满足 瑟 , 一 忆 , 就 一 定 满足 品 已, 二 4, 从 面 由 (2. 2. 1) 式 又 得 到 
i a 


定义 2.2.1 之 (2). 以 下 证 + 满足 定义 2.2.1 之 (3), 对 每 个 一 1.2， 
六 设 A... 如果 存 在 正 整 数 no 使 (4)= 吕 , 则 出 已 证 之 (2) 得 


(Ua) < = < Pra, 
pa 


"=1 


可 见 此 时 定义 2, 2.1 之 (3) 碱 这 .因此 只 要 在 rtAn) 之 oo 对 每 个 
7 二 1,2,-… 都 成 立 的 前 提 下 来 证 明 (C3). 任意 给 定 e>>0, 对 每 个 x 二 1， 
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2,-… ;到 {BsnE3 天 一 1;2,…)} 使 UsPa4, 且 
eh 
DB,s) TTA) + ef/2", 
Et 


便 有 LU U8, U 4; 从 而 由 C2. 2.1) 式 推出 


nes 


U4) < DD Date 
sf 人 A 
由 十 上 式 中 >>0 是 任意 的 ,这 就 在 第 二 种 情况 下 也 得 到 了 (C3). 品 ] 
由 测度 和 外 测度 的 定义 可 见 , 每 一 个 祁 上 的 测度 一 定 是 式 上 
的 外 测度 . 反之 ,很 容易 举 出 例子 说 明 ,X 上 的 外 测度 未 必 是 字 上 
的 测度 . 那么 进一步 就 可 以 问 : 把 外 测度 限制 在 比 .7 小 一 些 的 某 个 
集合 系 上 , 它 是 否 会 成 为 测 瑚 呢 ? 下 面 的 定理 将 给 出 肯定 的 回答 . 设 
rt 是 及 上 的 -个 外 测度 . 我 们 将 把 满足 
rCD) 一 rp 站 4 十 rD 门 4D，YDPES {2.2.2) 
的 和 的 子 集 4 称 为 z 可 测 集 ;把 由 全 体 * 可 测 集 组 成 的 集合 系 记 为 
多 而 完全 测度 空间 的 概念 则 由 下 列 定义 给 出 : 
定义 2.2.2 如 果 的 任 一 零 测 集 的 子 集 和 还 属于 多 , 即 
AEF, H(A)S=0~BEF, YBCA, 
则 称 测度 空间 (XX,. ,是 完全 的 - 
定理 2.2. 2(Caratheodory 定理 ) ”如果 是 外 测度 , 则 .F, 是 一 
个 r" 域 .〈X, 多 .= 是 一 个 完全 测度 空间 . 
证 明 ”这 个 定理 的 证 明 比较 长 ,分 为 下 列 几 个 步 又 完成 . 
(1) 条 后 .多 ,又 有 4E. 史 ,= 一 4 和 拓 . 多 -由 定义 易 得 此 结论 ， 
(2) A Az EF Af AsE Fe 
证 ”对 任何 DE.F .有 
TD)= rDNA 十 zDDN AD (因为 41 多) 
— rDNANAD)+ADNA, N A) 
十 rr 人 D 门 4 (因为 4 € 多 .) 
= DN AN AD DN CN A MN A 
+ rDNA N AY NM A) 
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(因为 (41 站 AY 站 = 和 站 A 
和 4 一 (4 门 4o 站 4 
=rDNANMAD) ADN AN A) 
《因为 A1 € 多. 
(3》 如 {BE.., i 一 1,-…,n} 两 两 不 交 , 则 对 每 个 DE 有 


{5D Nn [ Us)) 志 Br NM 吾 ). 0 2 
证 ”对 任何 DE ,有 
:PpN(UB)- rpN( UB) Ns 
+rpN( UE) Ns’) 
(因为 Bi < 多。) 
=rDNB) +r DN Ue)) 
( 因 (B, EE 伪 . 一 1,.-…,n} 两 两 不 交 ) 


= DD NB). 
(4) 如 果 {B.E 1g 一 1.2,…} 两 隔 不 交 , 则 对 每 个 DE 有 
z(D) 之 Erp 有 Bo) +rpN{ Us)]). C2.2.4) 
证 由 (17 和 (2) 知 ,是 一 个 域 ,因此 对 每 个 n 一 1,2,… 均 有 
出 BE 于 是 ,对 任何 DE ,有 


cp (on (da)) + [on (da)] 


(四 为 日 忆 < ] 


= Br NB2+rpNi Us)] 
《由 (2. 2. 3) 式 ? 
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> Yercpnay+donl UB)] 


(由 = 的 单调 性 ). 
在 上 式 中 令 wn 一 吕 即 得 (2. 2.4) 式 . 
(5) .多 -是 一 个 = 域 . 
证 由 于 匀 ' 已 是 一 个 域 , 故 只 需 再 证 


A E Fi Yn ol OA EF 


总 
对 每 个 4 二 1,2,…, 令 B, 一 A 各, 风 {B.E .97 ern 一 1,2,…) 隐 两 
不 交 , 且 ee 

UB = Ua,. 
因此 由 (2. 2.4) 式 得 : 对 任何 PE 六 ,有 


D> DDNB) Tcznl 


nt 


Ua 
之 dD N Us 十 z[ nl UB)] 
(由 = 的 半 可 列 可 加 性 ? 
=rD NUa a [PD n{ Ua |: 
但 = 的 半 可 列 可 加 性 又 昔 含 


-CD srDnuaj+dznlUOai， 
此 
rpD= 人 onuUaj+r[onfuUai 站 ， 


即 LA EF. 


6) r 限制 在 多- 上 是 测度 . 
证 ”如果 {B.€ 祈 :nn 一 1,2,-…}) 两 两 不 交 , 在 (2- 2. 4) 式 中 取 


DD 一 中 5,, 便 得 到 
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Us) > DB). 
此 式 如 上 = 的 半 可 列 可 加 性 即 得 = 的 可 列 可 加 性 , 故 z 是 一 个 测度 . 
(7) ( 芝 , 久 ,是 完全 测度 空间 ， 
证 ”由 定义 2. 2.1 之 (2), 只 和 需 证 明 对 任何 4€E. 了 7， 
rT(A) = 0 A € Fi. 
为 此 ,注意 到 当 rC43=0 时 ,对 任何 DEF 有 
DADNAY=ADN A) +rDN aA. 
上 式 再 加 上 r 的 半 可 列 可 加 性 即 得 (2. 2. 2) 式 ， 口 
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设 二 和 分 别 是 集合 系 2 和 集合 系 2 上 的 测度 ,而 且 仿 CS. 如 
果 对 每 个 4E 吕 均 有 
rr(A) 一 PC4)， 
则 称 r 为 上 在 加 上 的 扩张 . 当然 :我们 希望 测度 的 扩张 是 惟一 的 ,也 
就 是 说 ,如 果 上 还 有 一 个 测度 = 使 对 每 个 4Ee， 
(A = A) 
也 成 立 , 就 必须 有 =, 即 7(4) 一 +r(A),YAE 
我 们 的 任务 是 把 一 个 集合 系 2 上 的 测度 扩张 到 比 它 划 大 的 集 
合 系 上 去 . 从 表面 上 看 ,本 章 $ 2 中 建立 的 外 测度 理论 用 来 解决 调度 
扩张 问题 是 蛮 不 错 的 : 只 要 在 集合 系 七 上 有 测度 w, 就 可 以 用 定理 
2.2.1 在 关上 生成 一 个 外 测度 ,而 根据 定理 2.2.2, 把 这 个 外 测度 
限制 在 o 域 多 . 上 就 得 到 了 一 个 测度 . 这 样 岂 不 是 就 把 4 上 的 测度 
产 扩张 出 去 了 吗 ? 不 然 ! 请 看 下 面 的 例子 
例 1 设 基 ={asbse} ,一 {名 ,{asbr ,bc), 羡 } 和 
PC 一 08 pl{abi) 一 1 
P({Bic) = 1; K(X) 一 2. 
显然 上 是 公 上 的 测度 . 但 由 (2. 2.1) 式 易 得 
rz( 杂 ) 一 08 TFTGX) 一 Ttaych) = 23 
Tta) = (6)) = rc}) 
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=r{a,6)) = 7r({6,c)) = 1. 
于 是 通过 (2. 2. 2) 式 不 难 验 证 ; ,一 {7, 匡 ;， 

这 个 例子 表明 : 经 过 上 面 所 说 的 那 种 程序 .有 测度 的 集合 的 范 
不 仅 没有 扩大 ,反而 缩小 了 . 产生 这 种 现象 的 原因 是 ,定理 2. 2. 2 
根本 就 没有 提 到 2 上 的 测度 x 和 .FF. 上 的 测度 r 究竟 是 什么 关系 . 
因此 ,为 了 得 到 测度 的 扩张 ,必须 对 集合 系 2 作 某 种 限制 . 我 们 将 证 
明 , 半 环 上 的 s 有限 测度 按 上 面 的 程序 将 可 以 得 到 符合 要 求 的 扩张 . 

命题 2.3.1 设 色 是 一 个 x 系 .如 果 (CD) 上 的 测度 pin 满足 
(1) 对 上 每 个 4AEP 有 (A4) 二 v04); 


《2) 存在 两 两 不 交 的 14, EE 多 ,nn 一 1,2,*…} 使 Ua.—x 且 


PK4m<<co 对 每 个 mn 一 1,2，… 成 立 , 则 对 任何 4Ec( 安 ) 有 
L(A = A A). 
证 明 对 任何 BE 沪 且 (8B)<< 吕 , 令 

= {AE oPB): uAN B)— raA NB)}, 
则 易 见 经 是 4 系 且 纪 二 安 . 这 说 明 DolP), 即 对 每 个 4 和 2 
和 满足 x(B)<oo 的 BE 有 

ez(4 NB)— ANB). 《2. 3. 1》 

是 , 取 {4.E 作 ,n 一 1,2,-…} 如 (2), 对 任何 4€o( 名 ) 便 有 


z= 4 AN [D4)) 


= DuaAN A,) 


《因为 凡是 oa( 到 ) 上 的 测度 ) 


= BAAN A 


pr 


(由 (2. 3.1) 式 ) 
Aan [U4)) 


(因为 v 是 acg2》 上 的 测度 ) 
= (A). 
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定理 2. 3. 2{ 测 度 扩张 定理 ) 对 于 半 环 夕 上 的 测度 .存在 
ol 多) 上 的 测度 rt 使 对 每 个 4E 多 有 


Frf4) = uA); 《2. 3.2) 
如 果 命 题 2. 3. 1 之 (2) 中 把 多 换 成 多 后 成 立 , 则 使 (2. 3. 2? 式 成 立 
的 r 惟一， 
证 明 以 = 记 由 通过 定理 2. 2.1 产生 的 外 测度 . 按 以 下 顺序 
来 证 明 . 


《1) (2. 3. 2) 式 成 立 . 
证 设 AE 多. 对 任何 满足 【J 4. 刁 4 的 {A.E 儿 ,n 二 1,2,--…}， 
a 
均 有 
zt 一 川口 (Can A)) 
"1 
所 >AK4a 门 4) (命题 2.1.4) 
后 
DAA). 
Gt 
因此 
£4 inf{ BraheE Fm Ds: U4 Aa} 
= TA). 
另 一 方面 . 取 Bi 一 A 和 Bs 一 Bs 一 … 


(A)— DI uCB,) 
i 


一 好 ,又 有 


>inf| DAs): AE BD Uo 4) 


3 A 
一 r(A). 
把 所 得 的 两 个 式 子 合 在 一 起 即 为 (2. 3. 2) 式 . 
《2) 对 任何 4,PE 馆 有 
DADNA+rDN AY). 


证 设 4,DE 多 . 表 DNA4' 一 DMA 一 Bi, 其 中 {B/E 儿 ， z 一 1， 
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9 两 两 不 交 , 则 
TCD) 一 PCD) (由 已 证 之 (1)) 
=ADNA+ DN A 


=pDNA) + DB) 
弓 


《因为 上 是 包 上 的 测度 ) 
宇 2(D NA+ ADNM A 
[由 = 的 定义 及 DB, PPn 4 


Pe 
= PNA +ADN A 
《四 已 证 之 1) 及 PN AE 多 
《3) 多 CC 多 ., 妈 对 任何 4E 儿 和 DDE.F 有 
tr™D}= rDNA)+DN A). 
证 当 r(CD) 一 一 时 ,由 外 测度 的 半 有 限 可 加 性 知 结论 成 立 , 下 


设 rCD)<so. 对 任 给 e>0, 取 {8.E 包 ,mn 一 1,2,…} 使 DB.op 县 
2 


r(D) 十 e32 yp(CB.) 一 > r(B8》 
| 


Ee 


(由 的 定义 和 (1)) 

之 Bre, 门人) + reB. MN A 
Ch (2)) 

= reB, NA+ DieB, NA) 


之 <( Ua.n | Ua.n 4 
(由 工 的 半 可 列 可 吉 性 ? 
2rDnmna) + r(D 站 4‘) (r 的 单调 性 ). 
上 式 中 令 se 一 -90, 再 利用 = 的 半 可 加 性 即 得 所 要 结论 . 
《4) t+ 是 ol 多 ) 上 的 测度 . 
证 由 于 多 -是 ao 域 (定理 2. 2.2), 故 马扎 多 :一 -号 ) 生 .2 
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但 = 限制 在 多 -上 是 测度 (定理 2. 2. 2). 

(5) 如 果 命 题 2. 3. 1 之 (2) 把 迄 换 成 多 后 满足 , 则 + 是 使 
(2. 3. 2) 式 成 立 的 x( 马 ) 上 的 惟一 测度 . 

证 ”由 于 半 环 是 一 个 系 , 故 命题 2, 3- 1 适用 . 

推论 2.3.3 设 儿 是 一 个 半 环 且 XE 多 .对 于 多 上 的 ao 有限 测 
度 ,存在 ol:2) 上 的 惟一 测度 + 使 (2. 3. 2) 式 成 立 . 

证 明 略 ， 口 

应 该 指出 ,定理 2. 3. 2 中 “命题 2. 3. 1 之 522" 那个 条 件 和 推论 中 
对 应 的 "a 有 限 " 条 件 是 不 能 随便 去 掉 的 . 否则 ,在 zx 号) 上 扩张 出 来 
的 测度 可 能 不 惟一 . 请 看 下 面 的 例子 - 

例 2 令 X=@ 和 多 {XN (a,6j]: 一 ce<asso<<co) 定义 痉 
上 测度 ,C22) 二 0; 对 任何 人 3 关 4E€ 钨 ,pu(A) 一 *. 那么 对 任何 a 之 0， 
2204) 二 a 本 C4),YAE ql 多 ) 部 是 J 在 ol 多) 上 的 扩张 .显然 ,这 样 的 
测度 有 无 穷 多 个 . 

定理 2. 3.2 表明 , 半 环 多 上 的 测度 x 可 以 扩张 到 ol 多 > 上 去 .但 
是 从 定理 的 证 明 过 程 来 看 , 它 实 际 上 是 通过 p 产生 的 外 测度 + 扩张 
到 了 上 比 c(Z? 范 围 更 大 的 一 个 c 域 多 ,上 . 作为 (他 ) 上 的 测度 = 和 
作为 .上 的 测度 + 差别 究竟 有 多 大 ? 以 下 是 这 个 问题 的 答案 . 

定理 2.3.4 设 = 是 半 环 马上 测度 上 生成 的 外 测度 . 

(1) 对 每 个 4E.F,, 存 在 BEo( 儿 ) 司 B 二 4 且 rC4) 一 rCB)5 

(2) 如 果 命 题 2. 3.1 之 (2) 中 把 多 换 成 多 成 立 , 则 对 每 个 A€ 
名, 存在 BEo( 多 ) 使 B 一 4 且 rCBV4) 一 0. 
证 明 (1) 如 果 r(4) 一 co, 只 要 取 瑟 一 开 即 可 ,下 设 r(4)<cc. 


对 每 个 4 二 1,2,…, 取 {Bi 名 ,二 1,2,-…} ,使 DB,o4 且 
i 


BB) THA ln, 
i 


再 令 B 一 位 Bw 则 BEa() 且 
BD A=~r(B) FTA). 
此 外 ,对 每 个 4 二 1,2,… 有 
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rc UDB.) DB TAY lm 
RA a 
上 式 再 令 ar~co, 又 得 r(B8) 志 A).。02) 得 证 . 

(3) 取 两 两 不 交 的 14sE 马 im 一 1,2.) ,使 [4 一 X 且 Ca,) 
<co 对 一 1.2,… 成 立 . 任意 给 定 4E 风 .由 (1), 对 每 个 "一 1,2， 
"存在 Be eaCS) 使 五 二 4 站 4。 且 

rCBJ 一 rd m 4 一 co 一 rCEANCAm ay = 0. 
令 8 一 口 已 , 则 击 1B.) 的 取 法 知 BC4m4a 一 4.BE ol 多) 及 
Re 2 


rava) 一 z|[ UB \ Ua n 4a.)} 


二 UBNan 4 


DrBANAN 4) = 0. 


(2) 得 证 ， 口 

把 讲 过 的 定理 用 于 命题 2.1.2 的 例子 : R 上 非 降 右 连续 实 值 函 
数 严 在 半 环 上 定义 了 一 个 有 限 测度 姑 表 RR 一 巡 Gasn+1] 妈 可 
见 该 测度 满足 定理 2. 3. 2 之 附加 条 件 . 因此 , 它 在 o( 人 8) 一 Bn 上 有 
惟一 的 扩张 . 根据 定理 2. 2.2, 4 的 外 测度 加 在 由 它 的 全 体 可 济 集 
组 成 的 域 Fh, 上 也 是 一 个 测度 . Bs 上 的 测度 上 和 .多 ,上 的 测度 
知之 闻 的 关系 符合 定理 2. 3. 4(2) 之 结论 . 习惯 上 ,人 们 把 RR 上 非 降 
有 连续 实 值 函数 下 叫做 准 分 布 函 数 ; 把 .中 的 集合 叫做 卫 中 的 1- 
S (Lebesgue-Stieljes) 可 测 集 ; 把 (R,.F,.) 上 的 可 测 函 数 叫 敌 L-S 可 
测 函 数 ;把 .多 上 的 测度 和 z 叫做 关上 的 工 -S 测度 . 需要 注意 的 是 ,第 
一 章 $ 4 中 定义 的 Borel 集合 系 ,多 , 虽 然 不 依 束 于 下 ,但 是 ,对 任何 下 
均 有 当 e 忆 各- 因此 ，( 太 ,BR,Ar) 和 (R, 庆 ,和 7 部 是 测度 空间 - 特 
别 地 , 当 玉 (zy 一 zyYrE 下 时， 多 ww 中 的 集合 叫做 正中 的 工 
(Lebesgue) 可 测 集 ;CR, 罗 ip) 上 的 可 测 函 数 叫 做 二 可 测 孙 数 ; 祈 
上 的 测度 和 叫做 中 上 的 L 测度 . 今后 我 们 把 L 可 测 集 记 为 > ，; 它 
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上 面 的 L 测度 记 为 和. 

域 是 半 环 ,因而 域 上 的 测度 也 可 以 扩张 到 由 它 生 成 的 = 域 上 去 . 
下 面 的 定理 2. 3.6 将 讨论 域 上 的 测度 与 它 的 扩张 之 间 的 关系 . 从 相 
反 的 角度 看 ,这 个 定理 也 可 以 理解 为 域 上 测度 对 它 生 成 的 sz 域 上 测 
度 的 通 近 ， 

命题 2.3.5 设 p 是 域 .w 上 的 测度 ;rr 为 产生 的 外 测 庶 .如 
果 AEo(w) 目 rtA)< 之 oo, 则 对 任 给 >0, 存 在 BE er 使 rtAAB) 
<e, 

证 明 对 任 给 5>0, 取 (BE sn 一 1,2,…) 使 叫 B, 二 4 且 


DBs) < rlA) 十 se/2. 
ba 


易 见 ; 
(1) 对 任何 正 整数 六 有 


UE) 二 攻占 BNa] 。 必 有 单调 性 ) 
一 坟 避 可 | 一 rc。 ze 上 歌厅 = 有 可 减 性) 


委 SAB) 一 rC4)》 < e/2} 


C2》 存在 充分 大 的 入 使 1 pCB.)<<e/2, 从 而 


n+ 


(A DD <AOaN 站 mei 


轴 
< UB) dUs.) 
《zz 上 测度 = 有 可 减 性 ? 
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< > 4B,) < s/2， 
nt 


ww 
令 B= UB., 则 BE 和 且 电 (1) 和 (2) 得 


r(4AB) EANB) + rB\A) Se DO 

定理 2.3.6 设 .ex 是 一 个 域 , x 是 ol- ) 上 的 测度 且 在 -wx 上 

og 有限. 如果 AEal.w7) 且 (4A) 二-, 则 对 任 给 e>>0, 存 在 BE .ew 使 

uCAAB) <e. 

证 明 以 t 记 .wr 上 测度 yp 产 生 的 外 测度 , 则 对 每 个 CEal(e) 

有 0) 一 pLCY. 于 是 ,命题 2.3.5 给 出 ; 如 4EaCez) 旦 Am 一 ce， 
则 对 任 给 e 汪 0, 存在 瑟 E .er 使 

A(AAB) = r(AAB) < 一 < 口 
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首先 说 明 ,任何 一 个 测度 空间 都 可 以 被 完全 化 . 
定理 2.4 1 对 任何 测度 空间 ( 瑟 , 实 ,AD ， 


~ def 


一 一 (4UN:AE. 天 | 站 C 五 后. 多 使 FrC5) 一 0} 
是 一 个 o 域 ;如 对 每 个 4UNE 分 , 令 
F(AU Ny) = kA), (2.4,1) 
则 (X, 们 ,加 是 一 完全 测度 空间 且 对 每 个 4A€ .了 F 有 
F(A = 六 人- (2. 4. 2) 


证 明 ”在 以 下 的 证 明 中 ,总 是 把 实 中 的 集合 表示 为 4UN, 其 
中 第 一 个 集合 4 六 ;对 第 二 个 集合 入 ,存在 BE. 灾 ,使 ktB) 一 9 和 
BDDN, 证 明 分 以 下 步 又 进行 ; 
(1) 安 是 so 域 
证 如 果 AUNE 会 , 则 BNMAaEF,BNM4 NN CB, 从 而 
CAUNY=LIBNAUN)IUTIBN AUNY] 
= BNAIUBNANN) EF. 
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如 果 对 每 个 = 一 1,2,… 有 4 如 UnE. 交 , 则 由 


4 二 Use，Af 避 gj 过 立 vB =0 
已 各 


BoUN.EN, 又 得 


as 
U a, UN)=AUNE 祷 . 
et 
《2) 由 人 《2.4. 1)? 式 定义 的 六 是 一 意 的 . 
证 如 果 
AUM=AUN,E 人 分, 


F(A U N= pCA) 一 “4 U Bi U Bs) 
= 4Az) = FECAz UN 
同 理 可 证 ; C42 U N2) 六 CC4 UN1), 故 
(4a UY N23) = FOAL WU ND). 
(3) 产 是 作 上 的 满足 条 件 (2.4. 2) 的 测度 . 
证 如 果 (4LUmE 宏 ,一 1,2，…} 两 两 不 交 , 那 么 1L4uG 多 ， 
二 1,2，-…} 亦 两 两 不 交 , 从 而 


AUc. U wy] 一 才 避 4 Dacay 


| 


= DA UN. 


(4)(X, 完 ,如 是 完全 的 测度 空间 . 
证 ”如果 4UN= 穷 ,rzrC4UN?=-0 且 CCAUN, 则 
pdaUB)I 和 PCAUN) 二 AI 一 0 上 且 CC4UB， 
可 见 C 二 WUCE 实 . 
上 述 定理 说 明 . 在 o 域 史上 补充 一 些 yx 的 零 测 集 的 子 集 以 后 ， 
就 可 以 在 测度 空间 (和 ,多 ,mm) 的 基础 上 得 到 一 个 完全 的 测度 空间 
(XY, 字 ,7). 我 们 将 把 这 个 完全 的 测度 空间 叫做 原来 那个 测度 空间 
的 完全 化 . 关于 半 环 多 上 测度 y 在 由 它 生 成 的 go 域 s( 多 ) 上 扩张 出 
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来 的 测度 空间 ,有 下 列 重要 结论 . 
定理 2.4.2 设 = 是 半 环 纺 上 vc 有限 测 度 y 生 成 的 外 测度 , 则 
《XX ,Fr) 是 (Xs,o( 多 ),r) 的 完全 化 . 


证 明 记 . 顽 一 (2), 只 需 证 明 多 一 天 
设 4AE 多 .由 定理 2. 3.4 知 存在 CE 安 使 C24 且 rtCN) 一 
0. 对 C\A4E 多 .再 用 定理 2. 3.4 又 得 : 存在 吾 拭 安 使 已 CN4 上 且 
rlB) 二 zr(C\A) 一 0. 因 此 , 表 
A— (ANB)YU (AN EB) 
= {CMAY U AJNB}UC NB) 
《因为 召 二 CM)》 
二 (CNB)UCANB) (因为 C4) 
并 注意 C 几 BE ,ANBCBEF 且 :8B) 一 0 即 得 AE .法 .这 表明 
Ee 
设 AE 全 . 表 4 二 46oUN, 其 中 4.E98 ,NCBEF 有 具 r(8)= 
0. 但 ( 玉 , 多 ,,T) 是 完全 测度 空间 , 故 必 有 NE. 多, 从 而 A 一 AoUNE 
多 -这 又 证 明了 多 , 移 ， 
把 定理 2.4.2 用 于 $3 的 L-S 测度 ,我 们 得 到 结论 : 测度 空间 
CR Ae) 是 测度 空间 CR,B4,Ar) 的 完全 化 - 
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第 一 章 已 经 定义 了 可 测 空间 (X, 多 ) 上 的 可 测 函 数 帮 如 果 这 个 
可 测 空 间 上 有 测度 py, /就 成 为 测度 空间 (X，, 空 , 心 上 的 可 测 函 数 ， 
对 它 的 讨论 也 就 增加 了 许多 新 的 内 容 . 例如 ,测度 空间 (XX,F ,中 
关于 可 测 函数 的 各 种 收 敏 性 以 及 这 些 收 敏 性 之 韶 的 关系 的 讨论 就 是 
从 理论 和 应 用 两 方面 看 都 十 分 重要 的 事情 . 

设 f 是 测度 空间 (X,.9 ,yp)y 上 的 可 测 函 数 . 如 果 ACT 一 co 一 
0; 则 称 它 是 几乎 处 处 有 限 的 ;如 果 存 在 M>0 使 (|f|>>M) 一 0, 则 
称 它 是 几乎 处 处 有 界 的 ; 当 x(f 隐 0) 一 0 时 , 则 说 了 几乎 处 处 为 0; 
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;如 此 等 等 . 把 这 种 说 法 一 般 化 : 对 于 测度 空间 (多 ,六 ,x} 上 关 
士 X 的 元 素 z 的 一 个 命题 ,如 果 存 在 (X.. .m 中 的 零 测 集 w 使 该 
命题 对 所 有 的 zxEN' 成立, 就 说 这 个 命题 几乎 处 处 成 立 . 几乎 处 处 
常 被 简写 为 a.e. (almost everywhere). 例 如,，f 几乎 处 外 有限、 几乎 
处 媒 丰 界 和 志平 处 处 为 0 分 别 记 成 | 过 oe a.e.，| 了 | 挝 M a.e- 和 
f=0 a.e. 
首先 ,讨论 可 测 函 数列 几乎 处 处 收 钱 的 概念 . 
定义 2.5.1 设 {f,n 一 1,2,-…} 和 下 是 浏 度 空间 (XZ ,pp) 上 
的 可 测 函 数 . 如 果 
dim 刀 天门 一 0， 《2, 5. 1? 
则 说 可 测 函 数列 if) 几 乎 处 处 以 了 为 极限 , 记 为 f, 一 "了 f; 如 里 
ae 有 限 且 ff, 则 说 {f} 几 乎 处 处 收 伊 到 二 
以 后 ,如 果 没 有 特别 的 说 明 , 符 号 六 二 了 都 表示 了 是 几乎 处 
处 有 限 的 而 且 {/.} 几 乎 处 处 收 敏 到 了/. 换 句 话说 , 六 并 一 了 意味 着 存 
在 一 个 的 零 测 集 N ,使 当 xz&N 时 序列 {f(z) ,x 二 1,2,…) 当 一 
co 时 收敛 到 有 限 值 A(z). 即 对 任何 s>>0, 存 在 正 整数 一 moCx), 使 
1/Cz) — fc) <e 
对 一 切 n 写 no 成 立 . 不 难看 出 ,对 于 有 限 测 度 空间 (X, 2，P)， 
《2. 5. 1) 式 等 价 于 
pimf of HN). 
几乎 处 处 收 和 化 的 判别 条 件 如 下 - 
命题 2.5.1 帮 ~/ 当 且 仅 当 对 任 给 的 >0 有 


ANMN UUs- /le) =0, C2.5. 2) 


这 里 以 及 今后 .对 任何 。 之 0 和 正 整数 m，/z) 一 Ar(z) 没 有 定义 的 那 
此 zeE 久 也 计 入 集合 {| 一 | 之 e. 

证 明 表 

dim 六 U = 日 从 日 (/ 一 让 之 1 
即 可 ， 口 
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第 二 ,给 
定义 2.5.2 
上 的 可 测 函 数 . 如 果 对 任何 e>0 
lim suplf,(z) 一 


设 { 矿 .ma 一 1,2， 
在 


则 说 可 
命题 2.5.2 _/.， 


limA Di fl 


J[ 测 画 数列 = 数 歇 妆 列 记 , 记 为 户 壮 
下 当 且 仅 当 对 任 给 的 e>>0, 有 


出 几乎 一 致 收 伍 的 定义 及 其 判别 条 件 . 
} 和 了 都 是 测度 空间 CX ,7 ,py) 


双 拓 多 使 wr(C4)<e 且 
= 的 0 


) =0. 《2.5. 3) 


证 明 必要 性 ”如果 广 二 全 太 则 对 任 给 8>0, 必 有 AE 多 , 它 
既 满 足 wC4)<-6, 又 满足 : 对 任 给 es>0, 存 在 正 整数 mm ,使 
1.P(z) 一 rr)l<e 
当 ?22z 时 对 一 切 z 拟 4 成 立 . 把 * 存 在" 后面 那 段 话 用 式 子 写 出 来 就 


是 


A He, 


即 
10I 一 了 | 产 


A 


因此 , 整 句 话 的 意思 若 用 式 子 写 出 来 就 是 ; 对 任 给 5>0 和 se>0， 


AUU -fl 
于 是 我 们 得 

Him sup U 上 类 和 
上 式 中 令 9_-0 便 得 到 (2. 5. 3) 式 . 


充分 性 如 果 (2. 5. 3) 式 成 立 , 旭 
… 都 存在 正 整 数 re 使 


A Uf — 


Eo 


i > 工 /有 ) ， 册 | 


EAA) < 了 
>0) < 


么 任 给 35>>0, 对 每 个 上 ==1,2， 


| > Uh)) < /2 
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一 姑 1 


te 


CA4)= A UD 
<AU 


而 且 对 每 个 上 一 1,2，…: 当 zz 时 sup| 记 (x) 一 f(z) [<<1/k, 这 表 
xEA 


fh) 一 人 


明 户 > 口 
第 三 ,定义 可 测 函 数列 的 依 测度 收 伍 -. 
定义 2.5.3 设 {jz 一 1,2,) 和 上 了 都 是 测度 空间 ( 蕊 ,多 ,Ap 
上 的 可 测 函 数 . 如 果 对 每 个 e>>0 均 有 
limpcl 疡 一 四 之 @ 一 0， Ce Gd 


则 说 可 测 函 数列 {f,} 依 测 魔 收 伍 到 了, 记 为 /一 

易 见 : (2. 5. 3) 式 斑 含 (2. 5. 2) 和 (2. 5.4) 式 ; 茵 果 p(XX)< 吕 , 则 
由 测度 的 上 连续 性 又 知 (2. 5. 2) 式 缠 含 (2. 5. 3) 式 . 因此 ,把 命 十 
2.5.1 和 命题 2. 5- 2 放 在 一 起 就 得 到 了 下 列 定 理 . 

定理 2.5.3 下 列 结 论 成 立 : 

DF 

(2) 如 果 pCX) 过 >, 则 

fe 太一 乒 一 大 
除 定理 2. 5. 3 外 ,三 种 收敛 性 的 关系 还 有 如 下 进一步 的 结果 
定理 2.5.4 广 - 玫 = 六 当 目 仅 当 对 { 广 } 的 任 一 子 列 ,存在 该 子 列 


的 子 列 {/5) 使 


ff 
证 明 必要 性 ”如果 厂 一 /那么 ! 轧 } 的 任 一 子 列 也 依 测 度 
收敛 到 了 .因此 只 需 证 明 : 如 果 所 一 , 则 存在 子 列 {f,) 使 得 六 
对 每 个 一 1,2,…, 取 吉 使 limnw 一 oo 且 
HOF — fl 1/R) < 1/2, 
刘 对 每 个 m= 二 1,2,…, 均 有 
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A A < Ds 2 
由 此 可 见 ， 对 任 给 co 有 y 
{i 一 fl 之 = 0 
从 而 由 命题 2.5.2 得 f/,~/. 
充分 性 ” 设 记 一 不成立 , 即 存在 6>>0 和 人 之 0, 合 
Af 一 了 i 之) 之 坟 
对 {,) 的 某 一 于 列 {,1 威 立 . 则 对 1f,) 的 任 一 子 列 { 了 6 ) ,总 有 


lim infy( U {lfow, ~— fl > oo) > 


根据 命题 2. 5. 2, 我 们 就 找到 了 {f.; 这 样 的 一 个 子 列 (f,) , 它 的 任 一 


子 列 {f,,, ;都 不 可 能 满足 fs/, 从 而 导 敏 巴 盾 . 可 见 充分 性 必 
须 成 立 . 

下 面 举 两 个 例子 . 第 一 个 例子 说 明 : 对 一 般 测 度 空间 (X,.F ,px) 
而 音 , 当 六 二 er 时 , 广 二 -7 和 太一 了 未 必 成 立 . 第 二 个 例子 说 


明 ; 即使 为 有 限 测 度 ; 当 所 一 mf 时, 记 广 和 1) 从 而 ff 也 
有 可 能 不 成 立 . 
例 1 定 文 测度 空 旬 CR,.Br,4) 上 的 可 测 应 数列 
0， |z| 所 x, 


"C7) 一 一 1,2，… 
人 全 El 


容易 看 出 ,lim 太 (z) 一 0,V “GE 尽 ,因而 更 有 太一 0. 但是, f. 0 
并 不 成 立 . 事实 上 ,对 于 二 1, 总 有 

AI 一 ff|I 守 o 人 一 lxz| no Yn=1,2,, 
故 f. 一 >0 显然 不 成 立 . 据 定理 2. 5. 3 之 (1) ,这 表明 帮 .站 0 也 不 
成 立 . 

例 2 取 测度 空 间 为 ((0,1], 和 Br 站 (0,1],) (注意; 它 也 是 概率 
空间 ). 易 见 ,对 每 个 正 整 数 ,存在 鹤 -的 正 整 数 六 和 i 一 1,…, 上 使 
2 一 (& 一 1)&A2 二 ti. 对 于 正 整 数 的 上 述 表 示 , 令 
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l» rE DD/ki/k], 


A 


不 难 验 证 ,对 任何 s>9 有 

(| 疡 一 中 演 昌 一 交大 一 中 基站 一 二 一 0， 
因而 /一 0. 但 县 ,对 任何 了 7E (0,1], 总 有 无 穷 多 个 4 使 f.(7) 一 
90, 同时 又 有 无 穷 多 个 * 使 f(z) 一 1. 这 表明 ; 对 任何 xz (0;1]， 


到 (zx) 一 0 都 不 成 立 , 当 然 太一 0 和 /一 “0 更 不 成 立 . 
考虑 (X,. 多 ,P) 是 概率 空间 的 情形 . 它 上 面 定义 的 随机 变量 将 
缩写 为 r. v, (random variable). 易 见 : 对 于 r,v {f,} 和 了 ,有 


太一 Pdim 记 一 力 一 二 
六 -二 /imPcl 六 一 有 二 昌 一 1 Ye>o. 
这 时 候 , ff 也 称 为 几乎 必然 收 伊 , 记 作 /. 让 ~/ (Ca. s. 是 
almost sure 的 缩写 ); f. 一 > 也 不 泛泛 地 用 依 测 度 收 合 这 个 词 ,而 
称 之 为 {P} 依 概率 收效 到 f. 初等 概率 论 中 学 这 的 Chebyshev 弱 大 
数 律 是 依 概率 收敛 的 一 个 例子 ,但 是 在 那里 讨论 a.s. 收敛 几乎 是 不 
可 能 的 . 
除了 上 面 对 一 般 测 度 空间 定义 过 的 那些 收 傅 性 以 外 ,概率 论 中 
还 有 一 种 很 重要 的 收 生性 ,叫做 依 分布 收 仇 . 讨论 依 分 布 收 俩 ,必然 
要 幸 涉 到 与 分 布 函数 有 关 的 概念 和 事实 . 今后 , 凡 满足 
Fo 至 lim F(z) 一 0 和 五 (co) lmF(z) 一 1 
的 准 分 布 函数 三 称 为 分 布 男 数 , 简 记 为 qd. f. (distribution function). 
不 难 验证 : 如 果 f 是 概率 空间 (X ,SF ,P) 上 的 随机 变量 ,对 每 个 xz 
严令 


F(z) = PO 0)) 
则 严 是 一 个 分 布 函数 , 称 为 r, v- 了 的 分 布 函 数 . +.v. 了 的 分 布 泡 数 
是 下 ,也 常常 说 成 服从 F, 记 为 f 一 F., 设 是 从 概率 空间 
《 久 ,: 也 ,了 P) 到 可 测 空间 (Y ,597) 的 随机 元 . 它 在 (Y ,399) 上 自然 导出 的 
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概率 测度 
(PIB -2 PB), YBES 
称 为 随机 元 六 的 概率 分 布 或 简称 分 布 . 容易 看 出 , rz- v. f 的 df{. FF 
只 不 过 是 它 的 慨 率 分 布 在 5x 中 的 不 系 多: 上 的 值 . 
设 六 是 一 个 准 分 布 函 数 . 对 每 个 tz€E (F( 一 0),F(220)), 令 
Fr) 一 inf{z € R: FOr) 1}. 
我 们 称 PF" 为 的 左 连 续 逆 . 左 连续 逆 有 下 列 性 质 . 
引 理 2. 5.5 对 任何 准 分 布 画 数 王 ,有 
(1) FT ER, ViE (CE 一 co) (oo)); 
《2) F" 左 连续 ; 
《3) 对 性 何 tE CF( 一 o0),F(co)) 和 cER, 有 
FY a CY Se 
证 明 ”请 读者 作为 习题 让 之 . 口 
令 芝 为 R 中 的 区 间 (0,1), 多 二 (0,1) 门 久 1 而 P 卫 为 名 上 的 LL 
测度 , 则 (X,.F ,P) 是 一 个 概率 空间 . 定义 此 概率 空间 上 的 +.v. 习 : 
UC =t, YetE C0.1). 
易 见 , U 是 初等 概率 论 中 讲 过 的 在 区 间 (0,1) 上 均匀 分 布 的 随机 变 
量 . 因此 ,对 任意 给 定 的 d.f. 五 ,利用 引 理 2, 5.5 之 (3) 就 能 推出 
r.v，F”。U 的 分 布 函 数 为 
P(F~ eoU x)= POE (0,D): FT (UO) Ex}) 
= POE (0,1): FTO) Sx)) 
= Pl € (0,D:t FY) = F(x). 
这 样 我 们 就 证 明了 一 个 很 有 用 的 命题 ; 对 任何 df 下 , 必 存 在 一 个 
概率 空间 (X,. ,PP) 以 及 它 上 面 的 +. v， 玫 ,使 得 /~ 下. 
设 {Fasn 一 1,;2,…}) 和 下 都 是 非 降 实 值 画 数 . 如 果 F(x) 一 Cz) 


对 下 的 每 一 个 连续 点 x 均 成 立 , 则 称 {F.} 弱 收 化 到 下 , 记 为 F, 一 > 
.分 布 函 数 作为 特殊 的 非 降 实 值 画 歼 ,当然 也 可 以 谈论 弱 收 敛 的 问 
题 . 从 下 面 的 定义 可 以 看 出 ,随机 变量 列 依 分 布 收敛 本 质 上 是 对 应 的 
分 布 函 数列 的 对 收敛 ， 

定义 2.5.4 设 {f. 一 fF.) 是 概率 空间 (X, ,PY 上 的 随机 变量 
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列 而 刁 是 一 个 分 布 丽 数 . 如 果 .一 F, 则 称 随机 变量 列 {/,) 依 分 
布 收效 到 分 布 函 数 严 , 记 为 f, 一 下; 如 果 随 机 变量 7 一 下 而 且 大 


一 >F, 则 称 随机 变量 列 {/,} 依 分 布 收 化 到 随机 变 其 f, 记 为 /一 < 
A 

随机 变量 列 的 依 分 布 收 钱 对 我 们 米 说 也 不 是 什么 陌生 的 东西 ， 
初等 概率 论 中 的 中 心 概 限定 理 就 是 依 分 布 收敛 的 一 个 倒 子 . 以 


Br) 一 evdy, VzER 


1 Pr 
AAA2 -~ 
记 标准 正 态 分 布 隅 数 , 如 果 随 机 变量 列 { 刻 } 满 足 太一 >@, 那 么 在 概 
率 论 中 就 称 { 乒 ?服从 中 心 极限 定理 . 

我 们 来 讨论 依 分布 收 和 傅 和 其 他 收敛 性 之 间 的 关系 - 

定理 2.5.6 设 !{ 矿 ,* 一 1,2,…} 和 了 是 概率 空间 (X, 灾 ,PP) 上 
的 随机 变量 , 则 


ff ff 
证 明 以 下 记 丰 的 分 布 函 数 .对 任 给 xzER,e>0 和 n= 二 1,2,…， 
有 
Plfo EEPOhEr ff) 
十 五 (万 扫 zz 太一 了 党 时 
POF 
对 上 式 先 令 nn 一 mo, 再 令 e~0 便 得 
lim 1 supP (fs x) EF 2). 《2. 5. 5) 
另 一 方面 ,对 任 给 <ER,e>9 和 一 1， 2,…-， 又 有 
PP(F 委 zz 一 可 < 魏 PC 委 工 一 E| 矿 一 了 | 二 e 
t+PfSEz— ef fl 
PCOf + PU 一 了 |). 
此 式 中 依次 令 n-~oo 和 e090, 又 得 到 
lim infP(f, < #) > Fz — 0). 
后 者 和 (2. 5. 5) 相 结合 即 知 F(x) 一 F(Z) 对 三 的 每 一 个 连续 点 工 成 
立 , 内 而 完成 了 定理 的 证 明 ， 门 
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设 {f,} 和 J 是 概率 空间 (X97 ,P) 上 的 随机 变 址 ,把 定理 2. 5. 3 
之 (23 和 定理 2. 5.6 联系 在 一 起 ,就 得 到 
ff 
这 表明 在 几乎 必然 收 敏 、 依 概率 收 敏和 依 分 布 收 绿 等 一 种 收 敏 性 中， 
几乎 必然 收敛 是 最 强 的 - 但 是 ,下 面 我 们 要 说 明 , 依 分 布 收 化 可 以 在 
另 一 个 概率 空间 用 几乎 必然 收 傅 表示 出 来 . 其 证 明基 于 直列 引 理 ， 
引 理 2. $.7 如 果 { 下 ,wn 一 1,2,…} 和 下 都 是 分 布 函 数 . 则 
下 

证 明 ”作为 习题 .” 口 ] 

在 于 列 Skerokhod 定理 的 叙述 中 ,用 符 导 上 & 来 表示 随机 
变量 上 和 & 具有 相同 的 分 布 函数 ,但 这 两 个 随机 变量 可 能 定义 在 不 
同 的 概率 空间 上 ， 

定理 2.5.8 设 {( 户 ) 和 了 是 概率 空间 (和 ,多 ,P) 上 的 随机 变 址 . 
如 果 户 - 寺 -F 则 存在 概率 空间 ( 祥 , 银 ,P) ,在 它 上 面 定义 着 随机 变 


甚 { 元 } 和 了 使 


过 


大 ,yz 一 1 太一 一 了 (2.5.6) 


而 且 
六. 《2.5.77 
证 明 设 (大 } 和 也 的 分 布 函数 分 别 是 (已 .mn 一 1,2,- 和 天 . 令 
刘 为 灵 中 的 区 间 (0,1)， 色 一 (0, 切 门 到 o 而 广 为 . 安 上 的 Lebesgue 
测度 . 定义 ( 储 , 人 ,PF) 上 的 r.v. U 使 之 在 区 间 (0,1》 上 均匀 分 布 ( 见 
引 理 2.5.5 后 面 的 那 一 段 说 明 ). 记 户 =F7 (VU), Yn 二 1,2,… 和 
了 二 FQ), 则 (2.5.6) 式 成 立 . 此 外 ,由 定理 的 条 件 和 引 理 2. 5.7 
知 


fF, FF FF. 
但 是 严 -的 不 连续 点 集 至 多 可 数 ,其 Lebesgue 测度 为 0, 故 进而 有 
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Wp fy py 

可 见 62. 5. 7? 式 亦 成 立 ， 加 

通过 以 上 的 讨论 ,我 们 和 不仅 知道 了 各 种 收 化 性 的 提 落 以 及 它们 
之 间 的 关系 ,还 可 以 总 结 出 这 样 一 条 规律 : 在 测度 空间 CX,. ,x) 上 
讨论 可 测 落 数 时 , 零 测 集 是 不 必 计 较 的 . 今后 ,这 样 的 上 将 称 为 
5CX, 宙 ,ApA0 上 a.e. 定 尽 的 可 测 画 数 : 第 一 ,存在 个 零 测 集 N 使 了 
在 上 有 定义 ;第 二 ,存在 -一 个 (X,.) 上 的 可 测 函 数 了 使 
Lf 关 广 ) 二 0. 不 难看 出 ,给 定 一 个 ae. 定义 的 可 测 函 数 ,对 应 的 那 
个 ( 久 ,.) 上 满足 p(f 隆 了) 一 0 的 可 测 函 数 广 是 很 容易 井 出 来 的 . 
例如 ， 
一 Hy, EE 

RE a 

就 是 其 中 之 一 . 

设 {f,n 二 1,2,…} 和 了 都 是 测度 空间 (X,. .ny 上 a.e. 定义 的 


可 测 函 数 . 如 果 对 满足 x( 记 关 广 ) 二 0, Ya 一 1,2。- 和 ACT 了 )=0 
的 可 测 函 数 { 疡 .= 一 1.2.…} 和 产 有 


7 
则 分 别称 { 万 := 一 1,2…)} 几 乎 处 处 、 依 测度 或 几乎 一 致 收 敏 到 了 并 
沿用 记号 


a 


ff 大 一 或] 人 

作为 一 个 习题 :读者 容易 证 明 上 述 定义 的 一 意 性 ,并 且 关 于 可 测 函 数 
的 命 显 和 定理 对 十 ae. 定义 的 可 测 斋 数 也 还 是 对 的 . 为 了 报 述 起 来 
更 简明 ,今后 黄 至 对 a.e. 定义 的 可 测 函 数 和 可 测 哨 数 都 不 加 区 分 而 
统称 可 测 函 数 . 

同样 ,我们 将 把 概率 空间 (和 ,多 ,PP》 上 a.s. 定 义 的 as. 有 限 的 
可 测 函 数 也 叫 作 随机 变量 ,而 不 是 像 定义 1. 4.1 那样 非得 要 求 随机 
变 基 处 处 有 定义 和 处 处 有 限 . 不 难看 出 ,概率 空间 (和 ,多 ,Py 上 两 个 
随机 恋 量 和 g 如 果 满 足 f 一 g a.s- , 则 上 二 -z. 基于 这 一 点 ,我 们 
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也 可 以 讨论 这 种 扩充 了 的 意义 下 的 随机 变 二 的 依 分 布 收 合 问 题 并 得 
到 对 狭义 随机 变 生 得 到 的 那些 结论 . 


习 题 2 


1, 证 明 命题 2. 1. 1. 
2. 验证 例 1. 例 2 和 例 3 的 结论 . 
3. 记 六 一 11,2,} 并 以 之 表 由 六 的 折 有 子 集 组 成 的 域 . 对 
给 定 的 实数 列 {a,} , 令 
H(A) = Sa, YAET 


2 


试问 ， 

《1) 何 时 x 是 一 个 测度 ? 

《2) 何 时 x 是 一 个 a 有限 测 度 ? 

(3) 何 时 x 是 一 个 有 限 测 度 ? 

(4) 何 时 产 是 一 个 概率 测度 ? 

4. 设 儿 是 -一 个 半 环 且 苹 E 多. 证明, 急 上 的 测度 “是 有 了 醒 的 
当 且 仅 当 存在 两 两 不 交 的 {4avE 号 ,ma 一 1:2. 使 AKC4o) <c 且 


Ua.= 
os 
5. 设 x 是 半 环 多 上 的 非 负 有 限 可 加 集 汉 数 . 证 明 : 如 果 {4.E 


多 ,nn 二 1,2,"} 两 两 不 交 ， AE SEUA: CA， 则 实 wc4， J pA). 


6. 设 p 是 域 -oz 上 的 非 负 有 限 可 加 集 酉 数 . 证 明 ， 如 果 对 每 个 
i 一 l,m 有 入 EE 和 pA4i)<co, 则 


| 忆 划 - 翌 vto + 二 I 4 几 ] 


en en =l 


二 一 十 (一 2"mp 六 A) 


i 


及 dl UA] < < Dua 
7, 没 妈 是 6 域 .上 的 测度 ， 对 每 个 zx 一 1,2,… 有 46 多 .证 
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明 : 
Aim infAs) < lim infpk As) 


如 果 坟 局 4 <co, 则 还 有 
lim_sup4) 尘 lim supyc A). 

8， 称 集合 系 台 是 紧 的 ,如 对 每 个 14.€ 有 42,i 一 1,2,…}, 欠 过 
向 么 天 名 对 每 个 "一 1,2,… 都 成立, 就 一 定 可 以 推出 4. 光 人 3. 证 
明 ; 如 果 对 域 .上 的 非 负 有 限 可 加 集 函 数 ,存在 紧 集合 系 * 忆 .2 
使 对 枉 意 的 e 六 0 和 任 给 4E .x ,存在 BES 满足 BCA 和 ju(A\B) 
<e, 则 是 一 个 测度 . 

9. 设 (X ,多 ,是 一 测度 空间 . 4E .多 称 为 上 的 一 个 原子 ,如 
果 0 之 jC(4) 之 oo 且 对 任何 BCA 和 BEF, 或 有 1(B} 一 0 或 有 
2B) 二 pCA). 如 果 测 度 无 任何 原子 , 称 之 为 缺 原 子 的 . 证 明 : L 测 
度 是 缺 原子 的 . 

10. 设 = 是 和 上 的 外 测度 . 对 任意 给 定 的 4CX, 令 

ra(D) 一 rD 门 4)，YDE 5 

证 明 : :还 是 和 上 的 外 测度 . 

11. 设 {rern 一 1,2,…} 是 天 上 的 外 测度 序列 . 证 明 suprs 和 


5 还 是 外 测度 . 
12. 设 妥 是 义 上 的 集合 系 目 必 EL, 又 pg 是 如 上 半 可 列 可 加 县 
满足 CQ) 二 0 的 非 负 集 函 数 . 记 r 为 由 生成 的 外 测度 .证 明 : 

AEFH TAE) TENA TUENA), vyEES. 

13. 设 (X, 儿 ,xm 是 一 测度 空间 .证 明 

AD-inf(p): DCAEF}, YDET 

是 由 产生 成 的 外 测度 - 

14. 验证 $ 3 鲍 1 的 结论 . 

15. 证 明 : pj 是 多 4 一 {(a,6j]: abc 及 ,ay 上 的 有 限 测度 当 且 
仅 当 存在 准 分 布 机 数 严 , 使 对 每 对 满足 s<se 的 a,bER 有 

Her((a ,6]) = 下 (63 一 Flay. 
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16. 证 明 : 如 果 N 是 虫 中 的 有 限 或 可 数 集 , 则 其 L 测度 为 0. 对 
于 一 般 的 L-S 测度 ,这 一 结论 是 否 成 立 ? 

17. 设 (X .多 ,A 是 一 个 有 限 测 度 空 间 , rz 是 由 上 生成 的 外 测 
上 度 , 证 明 : 如 ,CX 满足 条 件 (Xo 一 p(X), 则 rrCXo 门 4) 一 (4)， 
YAE 实 , 因 而 (Xo,Xo 门 多 ,z) 也 是 测度 空间 . 

18. 证 明 推 论 2. 3. 3. 

19. 设 .er 尾 一 个 域 , 4 和 >” 是 wk-sz) 上 的 测度 且 在 .所 上 都 是 
aa 有限 的 .证 明 : 


ACA) = HA), YAE 
一 24) = (A), YAE Se), 
20. 设 多 是 一 个 半 环 , py 是 ol 多 )} 上 的 洞 度 且 在 乡 上 是 zo 有限 
的 .证 明 ; 
(1) 对 每 个 4AEol 多 ) 和 每 个 e>>0, 存 在 两 两 不 交 的 有 和 限 或 可 列 
个 集合 {4,)C 儿 使 
U4 Da 和 MAUAN\a) 一 
《2) 如 果 4E of) 且 nC4)<co, 则 对 每 个 se>0, 存 在 两 两 不 交 
的 44.i 一 1 性 多 生 
A{ Ua a4] <e 
21， 设 CX, ,pp) 是 测度 空间 . 令 


这 3 Laavw: AEHWIIBEF 重 JAB)=0 和 BN). 


证 明 .全 二 多 . 
22. 证 明 : 如 果 ff 和 所 >g 在 几乎 处 处 (或 依 测度 ,或 几乎 
娃 处 一 致 ) 意 义 下 收 伍 , 则 /一 g a.e-. 
23， 证明: 如 果 可 测 函 数列 {/,} 和 {g, 满 足 yf 了 gm) 一 0,Yn 
一 1;2,…，, 则 对 于 任何 几乎 处 处 有 限 的 可 测 昕 数 f ,总 有 
一 fa.e， (或 依 p, 或 a.4.) 
< 一 ze 一 fa-c，( 或 依 p, 或 a-u.). 


24. 设 记 一/ 和 gs 一 mg, 阶 h 是 定义 在 实 平面 上 一 致 连续 
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的 二 元 函数 . 证 明 : ACF..8. 一 rvh(Cf gD- 
25. 证 明 在 有 限 测度 空间 上 有 ,ffsgplf 一 fl 一 0. 
26. 设 {f/, 和 了 是 概率 空间 CX, ,P) 上 的 随机 变量 , 令 
天上 加 六 
《1》 证 明 : 如 果 广 二 太 则 万全 六 
《2) 问 : 如 果 太 - 全 ,是否 有 户 一 ?9 


27. 如 举 当 n,m 一 oo 时 让 一 了 一 ”0, 则 称 a.e. 有 限 的 可 测 函 
数列 {是 依 测度 基本 列 . 证 明 : 


2 存在 { 万 } 的 于 列 { 广 使 当 有 =co 时 了 ,一 0; 

(2) 存在 可 测 印 数 了 使 太一 

28. 证 明 , 如 果 /一 了 而 g， 一 0; 则 fps 一. 

29. 证 明 ; 如 果 .一 m/f 而且 /一 a a. s. 《a 是 一 个 给 定 实数 )， 


则 有 一/. 

30. 证 明 引 理 2. 5. 5. 

31. 证 明 引 理 2.5. 7. 

32. 设 {1PF,a 一 1,2,…} 利 严 都 是 分 布 函数 , 一 -下 而且 正在 
RR 上 连续 .证明 ， F(z) 一 Cx) 对 工 ER 一 致 成 立 ， 
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积分 是 测度 论 最 重要 的 概念 之 一 . 和 突变 画 数 论 中 的 Lebesgue 
积分 一 样 ,一 般 测 度 空 间 上 可 再 画 数 的 积分 也 是 通过 典型 方法 定义 
的 . 因此 ,Lebesgue 积分 的 许多 重要 性 质 可 以 找 贝 过来- 概率 空间 中 
的 积分 就 是 数学 期 望 , 学习 了 这 一 章 以 后 ,初等 梳 率 论 中 没有 ,也 不 
可 能 给 出 证 明 的 一 些 求 期 望 的 公式 将 得 到 严格 的 证 明 . 


1 积分 的 定义 
测度 空间 (XY, ,p) 上 可 测 函 数 积分 的 定义 是 用 典型 方法 经 过 
三 个 步骤 来 完成 的 ， 
1. 非 负 简单 函数 的 积分 
设 f 是 简单 函数 . 那么 存在 (X ,多 ,1) 的 有 限 可 测 分 割 {4.， i 一 


.和 实数 {a.， ;一 1,…,n) 使 一 了 .14. 如 上 述 表 达 式 中 有 
宅 


a 之 0, 则 称 是非 供 的 ， 显然 ,简单 函数 的 表达 方式 不 惟一 ,但 它 是 
不 是 非 负 与 其 表达 方式 无 关 . 

设 是 一 个 非 负 简单 沙 数 而 7 一 Zl 是 它 的 一 个 表达 式 . 称 

[far Dead) 3. 1.1) 

为 下 的 积分 . 由 于 f 是 一 个 只 能 取 有 限 个 不 同 非 负 值 的 可 测 函 数 

{ 见 第 一 章 习 题 1 第 19 题 ) , 故 必 存在 不 同 的 六,… ,bw 所 六, 司 它 表 为 


f= Do bls 


jl 


比较 广 的 以 上 两 个 表达 式 ,不 难看 出 : 之 mm, 对 任何 i 二 1,…,n 和 
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j 二 1,… 有 
4C{f=6) 或 ANMIf=b)- 
而 上 且 当 和 即 忆 {f==6,} 时 ,有 a 一 6;. 由 此 我 们 得 
at A y= Ta a N {f=65) 
全 1 


Et 


= > ch, mn {f= 6,)) 


‘1 0 A Ef 


-DD DY aN {ob 


1 AEs, 


一 >) Dopea N {f= 6&6)) 


Ey 


一 Do AAN {f= by 
{ Et 


uu 


= Do = 7). 
A 
这 说 明 通 过 的 不 同 表 达 式 算出 来 的 积分 总 是 相同 的 . 换 句 话说 ， 
非 负 简单 函数 积分 的 定义 有 一 意 性 .下 面 ,我 们 再 来 讨 论 非 负 简单 画 


数 积分 的 性 质 . 
命题 3.1.1 设 f,g 和 { 刻 ,n 一 1,2,……} 是 测度 空间 (X ,多 ,p) 


上 的 非 负 简 单 函 数 , 则 
G) [ad uA), YAE Fs 


(2》 ao， 

(3) | cePdr =a| ar, vecRve-， 
ow [tea | fant edu 
(5) 如 果 了 >>g, 则 | ax ed 


(6) 如 果 大 让 且 lim 记 之 g, 则 lim| ra | av 
证 明 ”由 定义 直接 可 得 (1),(2) 和 (3). 
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为 证 (4), 表 /一 人 Tu 和 8 一 人 ofu, 则 有 
后 全 


了 十 E 一 >)>y(ao 十 6)7una， 


大 


因而 由 定义 得 
I + d= BD Bat oda NN B,) 


i 


Bap lA) 十 Don(B,) 
| 各 


一 [ aue 十 | gdp. 
r 
为 证 (5), 表 /一 & 十 CA 一 5 并 旦 注意 /一 g 还 是 非 负 简 单 阔 数 ， 
由 《4) 利 (2? 立 得 
[d= sd t df — dr adr. 


为 证 (6) ,对 任 a€ (0,1》 记 4o(w= (apg} 并 表 g 一 22O7e 
注意 六 Ta 和 gIa,w 部 还 是 非 负 简单 函数 而 且 fw74.ww 庆 ng14cwy- 由 
《52 推 知 

J fdr | flande 2 oe] glodr 


= oF batB, NACo)). 
1 


由 于 让 不 及 
limf, 宇 g— Ala) XX 
—£(B, NM Ala)) 4 p(B ), 
只 要 在 上 式 中 令 n 一 oo, 便 得 


lim | fdr> a 518, limptB; MN ACa)) 
2 Dh 


一 271op(B5) 一 “| sd 
后 


此 式 中 再 令 ae~1 即 得 (6). 口 四 
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2. 非 负 可 测 函 效 的 积分 
二 于 出 放任 网 多 ,py) 上 的 非 负 可 测 函 数 f, 称 
fa sup (人 edu z 非 负 简单 且 g < f] 《3. 1. 27 


为 它 的 积分 . 非 负 可 测 函 数 积分 的 性 质 可 归结 如 下 . 
命题 3.12 设 了 是 测度 空间 (X,. ,x) 上 的 非 负 可 测 冰 数 . 
《1) 如 果 上 是 非 负 简 单 函 数 , 则 由 (3.1.1) 和 (3.1, 2) 式 确定 的 


] Aar 的 值 相同 ， 
(2) 如 果 { 天 ,一 1,2,…) 是 非 负 人 简单 函 数目 /不 了 , 则 
snl, fe] wan 
(3》 由 (3.1.2) 式 确定 的 积分 值 为 


na 


ar -lm[ 书生 e( 生 <f< 和 tof > 
(| ao 


(5 | amadn=a| ra Yao0s 


(6) J tean= | fat | adr 

《7) 如 果 f2>8, 则 [fdze>[ gd 

证 明 《1) 由 命题 3.1. 1 之 (5) 知 ,由 (3.1. 2) 式 确定 的 [fdx 
的 值 不 超过 由 (3.1. 1) 式 确定 的 |,fdx 的 值 由 于 了 自身 就 是 非 负 


简单 函数 ,由 (3. 1. 1) 式 确定 的 | fdx 的 值 又 不 超过 由 (3.1. 2) 式 确 
定 的 [fdx 的 值 . 故 两 者 相等 
(2) 由 (3.1. 2) 式 知 , 对 每 个 2 一 1:2， 有 Passj far, 从 而 
lim| raz 和 | yav 
而 命题 3. 1. 1 之 (6) 表 明 , 对 任何 满足 lim 凡 一 />& 之 非 负 简单 西数 
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8 有 lim] .race 人 saw, 故 又 得 
lm] Pd sup {| ,gdx: & 非 负 币 单 且 e 二 7] 


= an“ 
x 
(3) 把 (2) 用 于 定理 1. 5. 3 证明 过 程 中 所 构造 的 那个 非 贷 简单 
函数 列 即 可 . 
《4) 由 《3. 1. 2) 式 直接 推出 . 
《5) 权 非 负 简 单 函 数 上 + 广 则 用 本 命题 之 (27 和 命题 3.1.1 之 
C3) 得 : 对 任何 aE RNR 有 
fprde lm afdp 
区 Jim| /de 过 af fdr. 
又 不 难 验 证 当 a 一 cc 时 ,结论 仍然 成 立 . 
《6) 取 非 负 人 简单 函数 f/, 和 gg, 个 g, 则 由 命题 3.1- 1 之 (4) 和 
本 命题 之 (2) 立 得 


人 or+ean= tim [Cf, + gdp 

= tim{ | fd + eaao] 
-lf /ee ed 
= Tan 村 ea 

C7) 由 (3. 1. 2) 式 直接 推出 . 二] 

3. 一 般 政 测 函 数 的 积分 

定义 3.1.1 测度 空间 (X. ,x) 上 的 可 测 函 数 如果 满足 

min {ff* da, axj<=， (3.1.3) 


则 称 其 积分 存在 或 积分 有 意义 ;如 果 满 足 
max {[ Ff* de fF- du} 00, (3.1. 4) 
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则 称 它 是 可 积 的 . 在 上 述 两 种 情况 下 ,把 
[Di de — [7 de C3.1.5) 
叫做 地 的 积分 或 积分 值 . 

祖 据 定义 , 非 负 可 测 函 数 的 积分 总 是 存 住 的 ;而 对 于 一 般 的 可 测 
函数 ,只 有 当 它 的 积分 存在 时 才能 定义 它 的 积分 . 可 测 函 数 积分 的 值 
可 以 是 或 一 co. 积分 值 是 有 限 的 当 且 仅 当 这 个 可 测 函 数 是 可 积 的 . 
在 今后 的 讨论 中 ,请 读者 注意 “积分 存在 ”和 “可 积 * 两 者 的 区 别 . 

设 4€ 字 .只 要 可 测 阔 数 I 的 积分 存在 或 可 积 , 我 们 就 分 别 说 
下 在 集合 4E 多 上 积分 存在 或 可 积 , 并 且 把 

[rae { fra 
叫做 存在 集合 4E 多 上 的 积分 . 可 以 证 明 : 只 要 可 测 函 数 下 的 积分 
存在 , 则 它 在 任何 4€.S 上 的 积分 也 存在 - 

积分 最 重要 的 例 于 之 一 是 L-S 积分 . 设 g 是 对 准 分 布 范 数 天 而 
音 的 L-S 可 测 函 数 . 如 果 g 对 和 r 的 积分 存在 , 则 这 个 积分 称 为 g 对 
五 的 工 -S 积分 , 记 作 

[gar = scrdazrcm — eaar 


如 果 4E 多 ，, 则 称 
[ gdF = | gladF 
4 * 


为 g 在 集合 4 上 对 互 的 L-S 积分 .特别 地 ,如 果 L 可 测 函 数 g 对 
Lebesgue 测度 4 的 积分 存在 , 则 称 之 为 L 积分 , 记 为 


[ear | pai 

E 

如 果 4E 字 ,, 则 称 
[ gx)dz 一 | BCL) Tate dd 
A x 


为 g 在 集合 4 上 的 工 积分 . 
作为 第 一 个 例 于 ,考虑 第 二 章 81 例 5 那个 测度 空间 上 的 积分 . 
设 f 是 X={z1,xs,…} 上 的 广义 实 值 函 数 . 那么 不 难看 出 
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ju- BE foes | ra- DD fo 


1 fo} ts fae 


因此 ,只 有 当 >， flz)a 和 > fz)a 之 一 有 限时 ,了 的 


{i fa 0} ta fo 


积分 存在 ,其 值 为 
| nan = DY cre 一 YD fla 


ao tr ft 


只 有 当 级 数 可 (za 绝对 收 伍 时 ， 才 是 可 积 的 . 


下 面 两 个 定理 将 对 积分 的 性 质 进行 初步 的 讨论 . 它们 对 深刻 理 
解 积 分 的 定义 是 至 关 重 要 的 . 

定理 3.1.3 设 了 是 测度 空间 (X, 多 ,xy) 上 的 可 测 通 数 . 

Gy? 如 果 了 的 积分 存在 , 则 | | fax|<[ zlaw 

《2) 了 可 积 当 且 仅 当 | Al 可 积 ， 

《3) 部 果 了 可 积 , 则 |f|<oo ae-- 

证 明 (1) 由 命题 3. 1.2 之 (7) 得 


max( [Fr dr | 广 dui 和 | la C3.1.6) 


因而 
ed- er fafan 


C2》 由 (3.1.6) 式 还 可 见 ; 如 果 | 了 | 可 积 , 则 了 可 积 .而 当 可 积 
时 ,由 C3.1.4) 式 和 和 命题 3. 1.2 之 (6) 又 得 


|; fldx 一 f+ fdp— J he | da. 


《3) 由 已 证 之 (2) 知 ,只 需 证 明 ; 如 果 f 守 0 可 积 , 则 /< 
a.e, .这 是 十 分 明显 的 ,因为 如 果 PCF= ce) 盖 0, 则 由 命题 3. 1.2 之 
《7) 推 出 对 任何 = 一 1,2,… 均 有 


fa > fT > pf = oo). 


这 意味 着 ,fdx 一 一, 与 /这 0 可 积 下 盾 ， 
定理 3.1.4 设 f,g 是 测度 空间 (XX,.F ,yy 上 的 可 测 函 数 . 
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01) 如果 积分 存在 , 则 对 任何 4E 多 且 wC4) 一 0, 有 
[PE 


(2) 如 果 f,&# 积分 存在 且 六 >& ae , 则 | /dp au; 
(032 如果 /一 g a.e. , 则 只 要 其 中 任 一 个 的 积分 存在 , 另 一 个 的 
积分 也 存在 而 且 两 个 积分 值 相等 . 


证 明 (1) 如 时 了 是 非 负 简单 函数 , 表 /一 了 a1 ,其 中 4A.€ 


多 ,it 一 1 人 是 (和 , 安 的 有 限 可 测 分 割 而 且 对 每 个 二 1， 和 
有 有 aER\R , 则 


[rae [ta — {od Bartann) de 


= Dap 全 4 所 ze 号 二 


可 见 结 论 成 立 . 如 果 了 是 非 负 可 测 函 数 ， 由 (3 1. 2) 式 知 结 论 仍 成 
立 . 如 果 了 是 一 般 可 测 函 数 ,由 (3. 1. 5) 式 知 结论 还 成 立 . 

(2) 先 考 虑 f,g 之 0 的 情况 , 记 4 一 {F 一 8}, 则 由 已 证 之 (1) 及 
命题 3. 1. 2 之 6) 和 (7) 推 出 


an {rapt frre dp = {fle de 


> haere de = [eld +t els dn 


ss saw， 


故 结论 成 立 . 再 讨论 一 般 情 况 . 由 [38 a.e. 易 得 产 闻 87 ae 和 
六 se ae- .因此 由 刚才 非 负 情况 下 己 证 得 的 结论 推 知 


六 和 dp ea 


此 式 再 加 上 《3. 1. 5) 式 即 知 (2) 对 一 般 情 况 也 成 立 . 
(3) 这 时 由 f 汪 g a.e. 可 推出 (3. 1.7) 式 ,而 由 ssg a.e- 又 推出 


Lr dr 过 于 人 dos J du > e- due. 
两 者 合 在 一 起 就 得 到 
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可 见 C3) 成 立 ， 口 

定理 3. 1.4 表明 ,对 于 可 测 函 数 而 言 ,随意 涂改 它 在 一 个 零 测 集 
上 的 值 ,不 会 影响 它 的 “积分 存在 ”性 “可 积 ” 性 以 及 (积分 存在 时 的 ) 
积分 值 . 利用 这 一 点 ,我 们 可 以 把 积分 的 对 象 加 以 扩充 ,使 得 a.e. 定 
义 的 可 测 函 数 也 可 以 定义 积分 . 事实 上 , 没 了 是 一 个 ae. 定义 的 可 
测 函 数 . 以 元 记 和 任何 一 个 满足 xCf 尖 让 ) 一 0 的 可 测 函 数 , 则 当 了 
的 积分 存在 时 就 说 的 积分 存在 并 且 把 

[ee Ta 

称 为 的 积分 . 不 难看 出 ,这 样 的 定义 是 一 意 的 . 在 今后 的 讨论 中 ， 
凡 提 到 可 测 函 数 的 积分 ,都 可 以 把 它 理解 为 a.e. 定义 的 可 测 函 数 的 
积分 ， 

定理 3.1.4 还 有 下 面 推论 : 

推论 3.1.5 设 了 是 测度 空间 (了 X,9 ,x) 上 的 可 测 函 数 . 如 捍 
f=0ae, 则 ,fdx=03 反 之 ,如 果 ,fdx 一 0 且 之 0 a , 则 

f=0a.e. 和 
证 明 ”如果 /一 0 a.。,, 则 由 定理 3.1.4 之 (3) 立 得 744 一 


Toax=e 与 证 推论 的 后 一 部 分 ,采用 反 证 法 - 泌 设 /(/ >0) 盖 0. 表 


4 之 0 十 {f 实 1/m), 则 有 正 整数 no 使 x(f 关 1/m)>>0. 于 是 由 条 
件 了 之 0 全 ;定理 3.1.4 之 (3) ,命题 3. 1.2 之 67 和 (7) 得 
an= rapeoan= 人 msode+j fod 
= rroar [Tommide 
守 直 Tdy 1a) > 0, 


XxX He 


导致 蔬 盾 . 口 


S2 和 机 分 的 性 质 59 


§2 积分 的 性 质 


我 们 将 通过 一 系列 的 定理 来 讨论 积分 的 性 质 . 第 一 个 定理 说 明 
积分 的 线性 性 质 . 
定理 3.2.1 设 f,g 是 测度 空间 (X,.F ,jp) 上 积分 存在 的 可 测 


函数 . 

{1) 对 任何 aER,af 的 积分 存在 且 

上 (er)dp = af fdjs 
x x 

C2) 如 果 fax 十 ] ady 有 意义 , 则 Ag a.e 有 定义 ,其 积分 

存在 且 
[+t ede= [fd t+ {gar 

证 明 (1) 对 任何 a€ RNR- 和 非 负 可 测 对 数 f ,由 命题 3. 1.2 
之 (5) 知 缚 论 成 立 . 对 任何 a€ RMR 和 可 测 范 数 上 .有 (aa 六 + 一 af 和 
Caf) 一 af .于 是 只 要 了 f 的 积分 存在 ,由 (3.1,3) 式 便 知 (1) 的 结论 
成 立 . 如 果实 数 <<0, 那 么 对 一 z>>0 用 刚才 对 aE RNR 所 得 之 结论 
又 知 (1) 还 成 立 . 

(2) 证 明 分 为 三 步 进 行 . 

第 一 步 ”如果 FEBP0ae ,min{ [fdp,| gan) < 有 8 fg 
a.e. 有 定义 , 则 .f 一 g 的 积分 存在 且 


| 一 edx 一 | Ai — [ede. C3.2.1) 
证 注意 
ff— gfae——(/— B'S/a.e., 
f—g>—ga.e. (f—g) Es) ya.e., 


由 命题 3.1. 2 之 (7) 推 知 
min{ [Cf — 20+ ap, [07 — dx) 


< min({ fax, [gdx)< (3.2. 2) 
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从 而 f 一 g 的 积分 存在 . 表 
ek a es et ei 


则 
ee 
于 是 由 命题 3. 1. 2 之 (6) 得 到 


[fert fa) dpm gdrt [Cf — e+ dr. 
由 此 式 加 上 (3. 2. 2) 式 推 知 
f= pdr= | — a+ dp 二 一 de 


-be 
第 一 步 得 证 . 
第 二 步 ”如果 [fdx 二 | ,adx 有 意义 , 则 
(f+ 二 g+) 一 (ff 十 g ) a.e. 有 意义 ， 
而 且 
min{ [++ Eda (f+ a ddr)< oo (3.2.3) 
证 “只 需 证 
or+erda=o 一 | He Vd (3.2.4) 
+revVdr = | +t gt dp oo. 
把 
由 于 两 式 之 证 明 类 似 ,以 下 只 证 (3. 2. 4) 式 .如 果 | CA 二 er)dw 一 
co, 则 由 命题 3.1.2 之 (6) 知 [f+dp 一 * 和 gdx 一 之 一 成 立 ， 
当 |,/*dx 一 oe 时 ,由 于 下 的 积分 存在 . 故 必 有 /dx<o<. 从 而 也 
有 saw<ce | 否则 ,| an 二 saw 不 可 能 有 意义 ) . 这 就 证 明了 
如 果 |, 六 ap 一 c: 则 | 广 +e-)an<eo. 同 理 ,如果 | .erak=-， 
亦 有 | (7 上 er Ydp<oo. (3. 2. 4) 式 得 证 . 
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了 1 


第 三 步 (2? 的 结论 成 立 . 
证 由 于 
人 


和 
CE 
放 由 第 二 步 推 知 /十 g a.e. 有 意义 且 /十 g 的 积分 存在 .于 是 


ted [fr /+ et edp 
= [C+ ar) — Ue ld 


{(3.2.3) 式 一 max{f1,g1} < coae. 
或 max{ 广 ,8 < 一 coa-e) 


一 cm+reryar 一 ] 人 

‘ 先 用 第 二 步 ,再 对 .fr* 十 gt+ 入 十 g 用 第 一 步 > 

= {fr dy 十 Le dp) 一 (fA dx 十 La- aa 

(命题 3.1.2 之 (6)) 

-TU 

《由 (3. 2. 3) 式 ) 

i .man 学 | saw， 

完成 了 (2) 的 证 骨 . 定理 证 完 . 


第 二 个 定理 用 来 说 明 : 如 果 两 个 可 积 函 数 在 任意 AE .多 上 的 


积分 信 都 相等 , 则 这 两 个 函数 几乎 处 处 相等 . 
定理 3.2.2 设 f,g 是 测度 空间 (XX, .的 可 积 函 数 . 


《D 如 果 | 有 2 gdx 对 每 个 4E 成 立 , 则 eg ae 
(2) 如 果 [fdx 一 [gdx 对 经 个 AE 7 成 立 , 则 /一 g ae 


证 明 为 由 (1) 可 以 推出 (2), 故 只 需 证 (1). 令 B={f<g). 


由 定理 3.1,4 之 (2) 得 
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|e 一 dp = |e 一 .Tsdpn 0. 
由 条 件 | ,Ja ,gdx,YAE.F 及 定理 3. 2. 1(2) 又 得 

Te 一 Pdr 一 ear 二 man 0. 
于 是 在 (1) 的 条 件 下 ,我 们 有 

be — Disp = [te — Par — 0. 


根据 推论 3. 1.5, 上 式 意 味 着 (g 一 f)1s 一 0 a.e. .但 是 在 B. 上 gg 二 了 f， 
故此 时 必须 有 fs 一 0 a.e. 即 yx(f<g) 一 J(B) 一 0. 证 完 口 

第 三 个 定理 说 明了 积分 的 绝对 连续 性 . 

定理 3.2.3 如 果 了 可 积 , 则 对 任何 < 盖 0, 存 在 9 盖 0, 使 对 任何 
满足 c(4)< 之 4E€ 多 均 有 

| fldp < 
证 明 由 定理 3.1.3 知 此 时 |Fl 亦 可 积 , 取 非 灸 简单 西数 
ga 1F|, 

则 由 命题 3.1.2 之 (2) 知 : 任 给 s>0, 存 在 正 整数 六 使 


| lan 一 endan 和 < 千 . 


令 M=max gw(x) > 则 


[lan e+ [avd t+ My). 
从 而 只 要 取 8 一 e/(2M) 即 得 定理 的 结论 . 
楼 下 来 的 三 个 定理 用 于 讨论 可 测 函 教 列 极限 的 积分 性 质 , 中 心 
问题 是 极限 何 时 可 以 穿 过 积分 符号 .这 三 个 定理 依次 称 为 单调 收 伍 
定理 (Levi 定理 ) ,Fatou 引 理 和 Lebesgue 控制 收效 定理 . 
定理 3. 2.4(CLevi 定理 ) 设 ! 户 ,一 1,2,…)} 和 了 了 均 为 ae. 非 负 
的 可 测 函 数 . 如 果 fa.e, , 则 
fae 4 an 


证 明 根据 定理 3.1.4, 无 妨 设 {fn 一 1,2,…} 和 是 处 妊 非 
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负 的 可 测 函 数 且 对 每 个 zx 和 民有 
FI 

对 每 个 4 一 1,2,…, 作 非 负 简单 函数 列 { 帮 0， 让 一 1,2,…} 使 当 一 oo 
时 有 ;个 环 . 表 令 Be ma fae 则 

(1) 易 见 对 每 个 上 二 1,2,… ,gn 都 是 非 负 简 单 函 数 . 

《2) 由 于 对 每 个 一 1,2,… 有 

Bu 一 max fh ax fut 魏 ,ax fost = grt’ 

放 gx 不 

(3) 由 于 全 一 maxfrx 寺 mag/ 一 有 ,上 


Pea fide | fdp, Yh la 
limg: < lim/e ss 
《42 由 于 对 每 个 n 二 1,*… ,有 和 一 8 这, 故 
lma > limfoa oo fr Va 1,2 
— lime. 六 limf. = ff. 
合并 (2) ,C3) 和 (<4) 得 gi + 了, 于 是 由 1) 和 命题 3.1.2 之 (2) 得 
edr + | an 
后 者 再 与 (3) 的 前 一 式 合 在 一 起 , 即 得 定理 结论 .加 ] 
两 两 不 交 的 集合 序列 {4a,E 多,m 一 1;2,…)} 如 果 满 足 L4. 一 X， 
则 称 之 为 可 测 空间 (区,. 记 ) 的 一 个 可 列 可 测 分 割 . 对 于 一 个 有 限 可 测 
分 割 {4i1 二 1,… 2) 如果 令 4 一 4 一 人 一休 , 则 (4 一 1,2， 
一 } 就 成 为 可 列 可 油分 割 .所 以 可 列 可 测 分 割 是 一 个 比 有 限 可 测 分 割 
更 一 般 的 概念 ,简称 为 可 测 分 着. 由 定理 3. 2. 4 容易 证 明 : 
推论 3.2.5 如 果 了 的 积分 存在 , 则 对 任 一 可 测 分 割 (4..” 一 1， 
2,…)} 有 


an 党 Bf mx 


定理 3. 2. 6(katou 引 理 ) 对 任何 a.e. 非 负 可 测 函 数 的 序列 
{fsa 二 1,2,.…), 有 
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dim inf fy dp < lim in 于 fdp. (3. 2,5) 
a | 
证 明 今 Bx 一 igf 则 Ex 和 Him int 户 ,因而 由 定理 3. 2. 4 推 知 
Pim nt a Jean 一 下] aaa 
< lim inf], dm 口 


Fatou 引 理 有 下 列 推论 . 

推论 3.2.7 设 { 六 ,= 一 1,2,…} 是 可 测 函 数列 . 

(1) 车 存在 可 积 沙 数 g 使 刻 之 g 对 每 个 4 二 1,2,… 成 并 , 则 
lim inf 积分 存在 且 C3. 2- 5) 式 成 立 . 

(2) 若 存在 可 积 函 数 g 使 万 委 了 对 每 个 4 二 1,2,… 成 立 , 则 
lim supf 积分 存在 且 

dim supmodn > tim sup| ra 

定理 3. 2. 8(Lebesgue 控制 收效 定理 ) 设 { 疡 ,一 1 2，…} 和 节 
为 可 测 函 数 , 如 果 存 在 非 负 可 积 函 数 g 使 对 每 个 n 一 1,2,… 有 | 所 | 
<g ae., 则 广 二 或 乒 一 太 殴 含 
lim| ,fdr = | ax (3.2. 6) 


证 明 先 考 虑 .~f 的 情况 .此 时 由 推论 3.2.7 可 见 
f fan= | dirmf dn lim in rd 
< lim sup | fa 云 人 Qim 关 ?am 一 maw， 
大 而 (3.2. 6) 式 成 立 . 再 考虑 户 -二 -7 的 情况 . 由 定理 2. 5. 3 和 定理 


2. 5. 4 知 , 这 时 对 { 态 } 的 任 一 子 列 , 存 在 进一步 的 子 列 { 户 ) 使 六 二 二 
下, 从 而 由 已 证 得 之 结论 得 
bf fan = fen 


这 显然 意味 着 (3. 2. 6) 式 成 立 . 
Lebesgue 控制 收 伍 定理 的 一 个 重要 推论 是 下 列 Lebesgue 有 界 
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收敛 定理 ， 
推论 3. 2. 9(Lebesgue 有 界 收 化 定 理 ) 设 {f,n 一 1,2,-…} 和 了 
是 有 限 测度 空间 ( 蕊 ,多 ,上 上 的 可 测 函 数 - 如 果 存在 W>0 便 | 大 | 所 


M a,e. 对 每 个 二 1,2.… 成 立 且 所 一 > 或 f 一 > 了 , 则 
wm] fee = ae 
证 明令 g 王 M. 由 于 (X, 多 ,和 是 有 限 测度 空间 , 故 & 可 积 . 于 


是 直接 用 定理 3.2. 8 即 得 本 推论 . 
对 于 第 二 章 85 例 1 中 的 (万 , n=1,2,…} 和 f, 有 


lm frdp = ~ #0 = [fdr 


这 就 提供 了 一 个 例子 ,说 明 推论 3. 2. 9 只 适用 于 有 限 测度 空间 . 

本 节 的 最 后 的 一 个 定理 讨论 积分 的 变数 普 换 . 

定理 3.2.10 设 & 是 由 测度 空间 (和 ,多 ,J 到 可 测 空 间 (Y ,57》 
的 可 测 映射 , 

人 1 对 每 个 BE , 令 5) 一 pnC8 下 5， 则 (2 还 是 一 个 测 
度 空间 ; 

(2) 对 (了 ,97 ,小 上 的 任何 可 测 阔 数 f ,只 要 等 式 

ff J eae 


之 一 端 有 意义 ,就 一 定 成 立 . 
证 明 易 证 (1). 通 过 (1) 并 对 用 典型 方法 可 得 (2). 
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设 5 和 ,. 灾 ,和 是 测度 空间 而 且 1 所 p 之 co. 以 工 ,( 下 ,Fp) 记 由 
(于 :多 ,pj 上 全 体 这 样 的 可 油 函 数 了 组 成 的 集合 ,它们 满足 
ff lr < ~ 
而 于 我 们 只 讨论 给 定 的 测度 空间 (X ,多 ,pe 上 的 集合 Lp(X Fp)， 
故 了 (和 ,多 ,也 简 记 为 忆 . 为 讨论 Lo 的 性 质 ,需要 一 个 简单 的 不 
等 式 ， 
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引 理 3.3.1 对 任何 4a,6ER 和 1 所 p<2%0， 
lat bla2 Cal? + 161”). i 
证 明 由 于 当 4==0,5=0 或 p=1 时 , (3. 3.1) 式 显然 成 立 , 政 
以 下 只 考虑 a,5 丝 不 为 0 县 1<p 必 oo 的 情形 . 由 于 
la+Bbl lal+ lel, 
故 为 证 (3. 3. 1) 式 只 需 证 对 任何 a,5E€ R* 有 
(e+ br 2 (Car + Bb*) 


» 四 
一 2 人 [3 + [skal )>1 

不 难看 出 ,这 等 价 于 下 2*1[z? 十 (一 x)?j 之 1,YxzE 00,1), 而 后 者 
极 易 用 微 积分 方法 推 得 .。 日 

从 引 理 3. 3. 1 容易 推出 ; 当 1 和 pp<ce 时 ， 对 任何 ,2 拓 玉 ,有 

fg EL—~af+ bg EL 

故 Ls 对 于 线性 运算 是 封 闲 的 . 为 继续 研究 二 的 其 他 性质, 再 引进 一 
个 不 等 式 . 

引 理 3.3.2 如 果 1<<p,4< co 且 方 十 二 一 1, 则 对 于 任何 ab 


ER\R ,有 


a 


ap < 十 筷 ， (C3. 3. 2) 
Ea 好 
而 且 等 号 成 立 当 且 仅 当 < 一 少 
证 明 不 难看 出 : 当 46 二 0 时 (3. 3. 2) 式 成 立 , 故 无 妨 设 a,5E 
R+. 在 53. 3. 2) 式 的 两 端 同 时 除 以 5 并 注意 1 一 一 方便 知 (3. 3. 2) 
式 等 价 于 ; 对 任何 a,6ER', 有 
小 | 1 
[多] 生动: 重 十 本 ， 
记 “一 上 支 ,后 者 又 等 价 于 ， 对 任何 =ER+ 有 
好 < 二 1 二 az 一 1 
用 微 积 分 方法 易 证 此 不 等 式 ,并 且 等 号 成 立 当 且 仅 当 z 一 1. 因此 引 


理 的 结论 成 立 。 蝇 
为 简便 起 见 , 对 任何 1 专 p 过 = 和 任何 可 测 函 数 了 , 记 


LL 
a 


和 3 空间 Lp(XnF pp) 77 


Nr = [fra 
特别 地 , 上 入山 就 记 为 上 A 上. 易 见 ， 
fEL> fi, < cc- 
利用 引 理 3. 3.2, 可 以 证 明 下 列 Halder 不 等 式 ,而 由 Holder 不 等 式 
又 可 以 推出 Minkowski 不 等 式 . 
定理 3. 3. 3(Heider 不 等 式 ) 如 果 1<<p,9<oo 满 是 小 十 二 一 
1; 则 对 任何 ./.gELs。 有 
lfs ll, gl,, 《3. 3. 3) 
而 且 等 号 成 立 的 必要 充分 条 件 是 存在 不 全 为 0 的 ,BO 使 
alfl*= Blgl" a.e.. 
证 明 不 难看 出 ,如 扣 F 一 0 a.e. 或 g 二 0 a.e. 上 时 , 《3.3.3) 式 的 
等 号 成 立 . 因此 无 妨 设 0< 入 118 1 过 oc. 令 
a 和 bo~ lel/ lal), 
则 由 (3. 3. 2? 式 得 
此 1 1 by 
a 让 让 二 二 


上 式 两 端 同时 取 积分 ,得 证 上 让 所! 此 即 (3. 3. 3) 式 . 对 函数 


1. 1 1.lel |fgl 
pp HA a lele Hfl,lel, 
用 推论 3.1.5 知 , (3. 3. 3) 式 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 (3. 3. 4) 式 的 等 
号 成 立 , 而 根据 引 理 3. 3. 2,(3. 3. 4) 式 等 号 成 立 的 必要 充分 条 件 是 
» 
(= (Ee 
gllfl = /lsl" a.e,.. 
把 了 一 0 a.e. 战 g 一 0 ae- 的 情况 也 包括 在 内 ,就 得 到 定理 所 描述 的 
等 导 成 立 的 必要 充分 条 件 . 口 
定理 3. 3. 4(Minkewski 不 等 式 ) 设 1<z<co. 对 任何 /se 
ss， 有 


ae (3.3.4) 


f+als ll + gl,. 5 人 
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而 且 等 号 成 立 的 必要 充分 条 件 是 
《1) 当 p 一 1 时 ,APP0ae. 
(2) 当 1<p<<co 时 ,存在 不 全 为 0 的 ,之 0 使 xf 一 Pg a.e. 
证 明 ” 当 z 一 1 时 ,所 要 的 结论 来 自 实 数 的 性 质 : 对 任何 a,5€ 
及 有 
la 十 5 < 二 lel 十 12， 


其 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 ap 闻 20. 以 下 设 1 过 p< 之 吕 并 记 es 一 3 易 见 
Wr Me ee 用 
Pa ,因而 由 (3. 3. 3) 式 得 


f+ els=— f+ edx 


SE taridet [lellf + eidx 


ie lA+ lg lf gl 

=— fl+ helt) lf+ gl. 《3. 3. 6) 
当 上 | f+g 1 一 0 时，(3. 3.5) 式 量 然 成 立 ,而 且 其 中 等 号 成 立 当 和 且 仅 
当 了 f= 二 g 一 0 a. e.. 当 {fg 之 0 时 ,在 (3. 3.6) 式 两 端 除 以 
上 fg 也 -, 仍 可 得 到 (3. 3. 5) 式 . 此 时 (3. 3- 5) 式 中 等 号 成 立 , 当 且 
仅 当 (3. 3. 6) 式 中 的 两 个 “ 魏 ? 中 的 “一 ”都 成 立 . 但 是 ，(3. 3. 6) 式 的 
第 一 个 “过 ”中 的 “一 ”成 立 当 且 羽 当 /5g 汪 0 a.e,; (3. 3.6) 式 的 第 二 
个 “ 志 ” 中 的 “一 "成立 当 且 仅 当 存在 不 全 为 0 的 a,b 之 0 和 不 全 为 0 


的 <,<>0 使 
alfl*=6lf + gl*a.e,, clgl*=adlf+ el’a.e. 
由 此 可 见 定 理 之 C2) 成 立 . 


易 见 ,对 任何 lp<<ce ,ze 上 定义 的 上 -ls 具有 性 质 : 

(CD | F120; NH fl,=0e>/=0a.e.; 

(2) af ls=lalllf lis, YaER. 
这 两 条 加 上 Minkowski 不 等 式 就 得 到 结论 : 如 果 视 上 ; 中 a.e. 相等 
的 函数 为 同一 个 Ze 中 的 元 , 则 上 "i, 是 ZL, 上 的 范 数 . 在 此 观点 下 ， 
工 , 是 一 个 线性 同 范 空间 . 

以 上 的 结论 可 以 推广 到 一 co 的 情况 . 事实 上 ,把 (X. ,1 上 
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a.e- 有 界 的 可 测 隐 数 的 全 体 记 为 Lw (X ,多 ,或 了 <- ,就 不 难看 出 ， 
工 * 也 是 线性 空间 . 对 每 个 /EL ,再 令 
fl = infta € Rt: pl(lf|> 0) = 0}. 

则 容易 验证 : | * |- 是 二 -上 的 范 数 . 对 于 上- ,有 有 下列 结论 . 

定理 3.3.5 如 果 f€Li,g€L; 则 

lf Fel., 
如 果 fg€Z; 则 
站 大 二 el 志士 由 有 

这 个 定理 的 证 明 比 较 简单 ,请 读者 自己 完成 .这 里 仅仅 指出 ,该 
定理 的 两 个 不 等 式 分 别 可 以 看 成 是 Helder 不 等 式 和 Minkowski 不 
等 式 的 推广 . 事实 上 ,如 果 当 1<p<<oo 时 把 满足 士 十 二 一 1 的 那个 g 
叫做 p 的 共 轧 数 的 话 , 那 么 p=1 时 的 共 斩 数 就 自然 应 该 定义 为 9 一 
co. 这 样 一 来 .定理 的 第 一 个 不 等 式 和 Halder 不 等 式 在 形式 上 就 完 
全 一 致 了 . 换 句 话说 ，Holder 不 等 式 不 仅 当 1 失 a 拓 ce 时 成 立 , 而 且 
当 p 一 1 和 思 一 品 时 也 是 对 的 . 显然 ,定理 的 第 二 个 不 等 式 也 是 
Minkowski 不 等 式 对 p 二 oo 的 推广 . 

考虑 0 过 zp 之 1 的 情形 . 以 工 , 记 测 上 度 空间 (X ,多 ,x) 上 满足 


If [fd ~ 


的 可 测 函 数 的 全 体 ; (注意 : 当 0<p<1 和 1 所 p 志 oo 时 , ‖， 员 ,的 定 
义 是 截然 不 同 的 1! 和 以 前 一 样 ,如 果 f,g EL 满足 f=g ae- , 则 认 
为 f 和 g 在 关中 是 相等 的 . 因为 这 时 对 每 个 a€ER 有 
Tafll,= leat? fl;, 

所 以 1 ， 1, 不 再 是 Ls 的 范 数 .但 是 ,我 们 仍然 可 以 证 明 某 种 类 似 杆 
Minkowski 不 等 式 的 东西 一 下 面 的 定理 3. 3.7, 姑 且 也 把 它 叫 做 
Minkowski 不 等 式 吧 . 

引 理 3. 3.6 如 果 0<p<1, 则 latbl?|al? 二 16l* Ya,bER. 

证 明 略 . 

定理 3.3.7 如 果 0<p<1, 则 和 fig pS 二 g 


证 明 用 引 理 3.3.6.。 证: 
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设 o<p 委 ce. 根据 Minkowski 不 等 式 , 遂 过 1, i; 在 ZL。 上 可 以 
产生 距离 : 对 任何 f,g€ I,, 令 
pF Fal,, 
下 列 定 理 表 明 , 工 ; 在 这 个 距离 下 是 完备 的 . 因此 , 当 0<p<1 时 ，Z 
是 一 个 完备 的 距离 空间 : 当 1 委 p<coe 时 ,并 是 一 个 Banach 空间 - 
定理 3.3.8 设 0<<p 扎 oo. 如 果 {f,} CL 满足 


im 1 太一 六 有 一 0， (3.3.7) 
则 存在 fEL, 使 得 
limlf — fi = 0. 《3- 3. 8) 


证 明 ”对 每 个 ==1,2,…, 取 正 整 数 志 使 <<xz<<… 而 且 
fs — 7 ls < 172%. 


再 对 每 个 一 1,2,~…, 邻 
BT 
则 由 Minlkowski 不 等 式 可 见 
He 
Fl 
记 g 一 | 十 加 1 所 ,一 所 |- 昂 见 且 和 8 从 而 由 单调 收 训 定 理 推 出 
Merde — lim [eid < Of ls + ?< 00, 
放 gEL, 这 蕴含 g<co ae ,而 由 后 者 又 推出 级 数 


广 十 立 Cf 一 大) ae 收 伍 ， 
名 


td 


即 一]imf,, ae 有 定义 .由 了 
flm|f it Dh -|S lme = 8 a.e., 


而 且 gELs, 故 还 有 fE Zr 因此 ,为 完成 定理 的 证 明 , 只 需 再 证 丰满 
足 (3. 3. 8) 式 即 可 . 由 (3. 3.7)? 式 知 : 对 任 给 se>0, 可 取 !: 足够 大 使 
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| A 
对 一 切 #,m 之 ni 成 立 , 这 样 ,由 Fatou 引 理 便 得 : 当 n 实 mn, 时 有 


[EA 
x x 
< lim inf[ ij 六 一 产 lxdan<e， 
re x 和 


可 见 (3. 3. 8) 式 成 立 . 证 完 - 
设 0<p<co ,研究 序列 { 户 }CZo 的 收 伍 性 如 果 (3. 3. 8) 式 对 


某 fe 成 立 , 则 称 {f.} Cp 阶 ) 平 均 收 做 到 f, 记 为 ,一 >/ 平均 
收敛 与 已 知 收敛 性 之 间 的 关系 如 下 . 
定理 3.3.9 设 0<p<%,{f.}CL, 和 f€L,. 


如果 所 一 一 帮 则 所 一 和 1 一 fs 
(2) 如 果 记 二 或 f 一 > 下 则 
If bs fl, fe. 
证 明 (01) 设 广 -全 - 广 对 任 给 s>9 有 
p00 一作 之 << 二 | If.— fledp 


{A 


< | i fd 
一 二 1 大 一 了 及 一 0， 


故 f 一 .此 外 ,由 Minkowski 不 等 式 又 推出 
A mf Fl, 0. 
C2) “一 ”部 分 见 (1), 只 需 证 “一 "部分. 如 果 太一 /, 则 对 
{7} 的 任 一 子 列 ,存在 其 子 列 { 广 } 使 六 这 汪 广 令 
gr 一 Ce 一 1 一 Pr 
其 中 
{21, lp 


Cae= 1 站 
1, Op<1. 
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则 由 引 理 3. 3. 1 和 引 理 3. 3. 6 知 ,gw 六 0vyz ;而且 
limg.= Cotlim fl? + AI) — lim lf ~ fl? 
ei a a 2 
此 , 当 L 一 村 fl; 成 立时 ,由 Fatou 引 理 便 得 


feacslt iva [lime dr < im inff gudx 


= [2c dp — li sup If. — Flrdp. 
将 上 式 两 端 消去 [C2C,171)7ax, 便 得 到 jim] 1 所 一 fl*dx 二 0. 子 
是 我 们 证 得 : 对 {| 所 一 1,} 的 任 一 子 列 , 存 在 进一步 的 趋 干 0 的 子 
列 . 这 显然 意味 着 f. -全 -大 从 上 面 的 证 明 过 程 可 见 , 如 果 以 条 件 


关中 来 代替 /一 > 了 ,证 明 只 会 更 简单 ,从 略 。 口 
工 ; 中 除了 平均 收 敏 以 外 ,还 有 形 收 化 的 概念 
定义 3.3.1 如 果 当 1<p<co 时 或 当 户 一 1 日 (X, 久 ,1 为 
有 限 测度 空间 时 ,对 某 个 FE, 有 
lim| /gar S ream YE EL 


(和 前 面 一 样 , 9 表示 户 的 共 辐 数 ), 则 称 {二 } 在 工 , 中 弱 收 效 到 大 记 
为 


(2 


A 
讨论 能 收 敏 各 其 他 收 伍 性 的 关系 .由 于 1< 记 <<co 和 和 pp 二 1 时 的 
情况 有 所 不 同 , 帮 要 分 别 如 以 解决 . 先 考虑 1 之 p< 之 oo 时 的 情况 . 为 使 
叙述 方便 ,如 果 sg 1 产 册 <co, 则 称 可 测 函 数 集 { ArzET 在世 中 


有 界 . 
定理 3. 3. 10 设 1<z<co. 如 果 ( 闷 } 是 工 , 中 的 有 输 序 列 而 且 


.一 /或 者 六 二 汪 广 对 某 个 可 测 函 数 了 成 立 , 则 


CL 


feEL, 有 1/. 
证 明 只 需 对 f. 卫生/ 的 情形 米 证 明 . 至 于 /一 下 的 情况 ， 
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可 以 像 证 明定 理 3. 3.9 那样 用 抽 子 列 的 办 法 化 为 六 sr 的 情形 来 
解决 . 证 明 的 具体 步 又 如 下 : 
第 一 , 记 委 sup 上 让 由 所 六 和 Fatou 引 理 可 见 
| 7pan= | lm lf led 
a lim int| | sdps Mo, (C3.3.10) 


从 而 re LK,. 任意 给 定 gEL. 根 据 积 分 的 绝对 连续 性 ,对 任 给 >>0， 
可 取 色 6>0, 使 对 任何 满足 y(tA)<<6 之 AE 均 有 
1 gla lb, < e. [i 
第 二 ,对 每 个 上 二 1,2, 呈 1 , 令 A4 一 合式 |g1" 生 Kk). 由 四 个 A 
-41g1:>0} 和 Lebesgue 控制 收敛 定理 推出 


lim| gla = | lePzedu 一 9， 


从 而 存在 正 整数 上 使 
Nala ls < < (3.3.12) 
第 三 , 圈定 一 个 使 (3- 3. 12) 式 成 立 的 大, 由 


Lek4A) 二 jei dx < | lelan< ~ 


知 jCA4)<<oo0. 由 于 在 有 限 测度 空间 (A454 站 ,p79 上 一 f, 故 
由 定理 2. 5. 3 之 (2) 得 : 存在 BE.F 使 得 BCAsinlAi\B)<<5, 而 且 
(Xf(Z) 当 xEB 时 一 致 成 立 , 由 (3. 3,11) 式 可 见 
1 eTavs ls < €. (3. 3. 13) 
最 后 ,注意 |g(Cr)|<k,YxE B, 丽 上 且 fC《z)f(zx) 当 no2 时 在 
互 上 一 致 成 立 , 我 们 有 
lm 一 Asia 一 0 


是 ,在 下 式 


| cz — Pear 
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< Jf Flea t+], 一 Alelan 
十 | 1h — filelde 


<{,In — fllgldg ft lf — fF l,l gla ll 
二 上 一 了 isl el。 (Holder 不 等 式 ? 


去 | felde tr Ml ela dst Ml ers ll, 
(用 (3. 3. 10) 式 ) 
< flleldy + 4Me 
(用 (3. 3.12) 和 (3. 3. 13) 式 》 
中 先 令 a 一 oo 再 令 se~0:, 就 完成 了 定理 的 证 明 . 
再 考虑 p 一 1 的 情况 . 容易 举 出 例子 来 说 明 此 时 与 定理 3. 3. 10 
类 似 的 结论 有 可 能 不 成 立 . 但 是 ,只 要 加 强 一 点 条 件 , 它 就 又 对 了 . 
定理 3.3.11 设 {f}Ch 和 JfEL 如 果 上 放下 f1 而且 
户 一 一 了 或 者 了 一 成立, 则 
0 广 -全 -Ai 
<2) £, Cw IIL ep 
{fap] ae YAE 
证 明 (2) 由 定理 3. 3. 9 推出 .由 于 对 任何 gEZL. 有 
|J eae — fedr| < elf -mao 
故人 1) 蕴含 (2). 在 (2) 中 取 g 一 了 ,又 得 (3). 
推论 3.3. 12 对 任何 1<p<oo,f. 一 /于 舍 /. 一 ef 
证 明 设 记 一 =f. 如果 1 二 p 过 吕 , 则 由 定理 3. 3. 91) 扒 知 
一 下 以 及 三 一 1 .但 | A> 1 缠 会 { 记 ) 在 工 , 中 有 


界 ,改进 而 由 定理 3. 3. 10 给 出 /一 >/. 当 p 二 1 时 ,所 要 的 结论 
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隐 含 于 定理 3. 3. 11 的 证 明 中 . 口 
§4 和 概率 空间 的 积分 


概率 论 的 一 个 基本 概念 一 … 数学 期 望 ,用 测度 论 的 语言 来 说 ,就 
是 在 特殊 的 测度 空间 一 -概率 空间 上 的 积分 . 
定义 3.4.1 如 果 概 率 空 间 (X ,2 ,Py 上 的 可 测 薄 数 的 积分 
存在 , 则 说 它 的 数学 期 望 存在 并 把 
Ef | ndP 


叫做 它 的 数学 期 望 . 如 果 随 机 变量 上 是 可 积 的 , 则 说 它 的 数学 期 望 
是 有 限 的 . 数学 期 望 常 篇 称 为 期 望 . 

抽象 概率 空间 的 积分 是 不 太 好 诗 算 的 . 因此 我 们 的 首要 任务 是 
给 出 期 望 的 便于 计算 的 公式 - 

定理 3. 4.1 设 了 是 概率 空间 (X, 多 ,已 ) 上 的 随机 变量 .其 分 布 
函数 为 已. 则 对 任何 (R, 儿 x) 上 的 可 测 了 数 g,g。f 是 (X,.F ,Py 上 
的 可 测 函 数 , 而 且 只 要 

Ecg:f) 一 Tear C3. 4. 1) 

之 一 端 有 意义 , 另 一 端 就 也 有 意义 而 且 等 式 成 立 . 

证 明 ”由 定理 1.4.4 知 g。f 是 (X,.F,P) 上 的 可 测 函 数 . 定理 
中 的 等 式 实际 上 是 定理 3. 2. 19 的 一 个 推论 , 清 读者 自行 完成 其 证 
明 . 


按 定义 ,C3.4. 了 式 的 在 端 是 随机 变 直 晒 数 g* f 的 期 望 . 该 式 
把 抽象 空间 的 积分 EE(g。 让 转化 为 实 轴 上 的 L-S 积分 ,使 得 随机 变 
堪 函 数 期 望 值 的 实际 计算 成 为 可 能 , 初等 概率 论 中 计算 随机 变量 函 
数 期 望 值 的 那些 公式 只 不 过 是 它 的 一 些 特例 . 关于 这 一 点 ,我们 将 在 
第 四 章 8 4 再 详细 解释 . 

设 关 是 一 个 正 整数 , 如 果 E1/|<ce, 则 称 随 机 变 基 节 的 上 阶 矩 
存在 并 把 了 天 和 EC 一 E 六 :分 别称 为 它 的 大 阶 矩 和 4 阶 中 心 给 作 
为 (3.4. 1? 式 的 一 全 待 殊 情形 ,我们 得 到 矩 和 中 心 矩 的 计算 公式 为 
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Ef = [edF (x): 


EC — Ef/ 一 [Re — Ef/)dF Cry. 
待 别 地 ,随机 变 基 的 期 望 值 可 通过 


EF 一 | ace) 
def 


来 计算 ;而 对 于 随机 变量 的 方 整 varf ECLf 一 Ef), 则 有 公式 
varf = fe 一 已 PszdF(z)- 
显然 ,以 前 对 一 般 测度 空间 得 到 的 那些 结论 对 概率 空间 都 是 成 
立 的 . 但 由 于 概率 空间 是 有 限 的 测度 空间 ,所 以 它 还 有 一 些 特殊 的 性 
质 .例如 ,下 面 的 定理 表明 : 对 于 概率 空间 而 言 , 有 下 列 关系 
LCL;, YO<s&i< oo. 
定理 3.4.2 ” 设 0<s*<*<ce- 则 对 任何 (X, 多 ,已 上 的 随机 变 
量 上 有 


上 大 于 A 二 小 
如 果 fE 工 , 则 (3.4.2) 式 的 等 号 成 立 之 充 要 条 件 是 a, s. 为 一 个 党 
数 . 
证 明 如 和 一品 ,C3.4.2) 式 显然 成立. 设 1 7 外 一 =, 对 z 一 
t/s 和 9 一 4/G 一 9) 以 及 函数 871 和 3 王 1 用 Halder 不 等 式 . 则 有 
jaP= fF- 1aP IF, 


a C3.4.3) 
故此 村 53,. 4.2) 式 亦 成 立 , 当 FE 元 时 ,《3,. 4. 2) 式 的 等 号 成 立 当 且 
权 当 (3.4. 3) 式 的 等 号 成 立 ,而 根据 定理 3- 3. 3, 《3. 4. 3) 式 的 等 导 成 
立 当 且 仅 当 a.s. 为 一 个 常数 .证 完 . 
本 节 的 最 后 进行 概率 空间 中 随机 变量 序列 各 种 收 全 性 之 间 关 系 
的 讨论 , 在 这 些 讨 论 中 ,一 致 可 积 的 概念 起 着 重要 作用 . 我 们 将 先 介 
绍 这 个 概念 ,给 出 它 的 判别 方法 . 
定义 3-4.2 设 {fi,z:ET} 是 概率 空间 CX,.2 ,P) 上 的 随机 变量 
集 . 如果 
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im supE ll p> ~ 9 

则 称 {f wt ET} 一 数 可 积 . 

与 一 致 可 积 有 关 的 是 随机 变量 集 { 了 ,1:E 了 了} 绝对 连续 的 概念 . 如 果 

Be SpE Is 
即 对 每 个 sc>0, 存 在 52>0 使 对 任何 4EE PF ,只 要 (4)<<$ 就 有 
supEIflla ss 

则 称 {,1:&€ 耳 } 绝 对 连续 . 定理 3. 2. 3 曾经 证 明 : 任何 单个 可 积 随机 
变量 组 成 的 随 补 变 晤 集 是 绝对 连续 的 . 但 是 这 并 不 意味 着 任何 可 积 
随机 蛮 其 集 也 是 绝对 连续 的 . 从 定义 来 看 ,随机 变 甚 集 的 绝对 连续 实 
际 上 是 要 求 它 一 致 地 绝对 连续 . 

定理 3.4.3 概率 空间 (X, 多 , 忆 ) 中 的 随机 变 基 集 { 产 ,rET) 一 
致 可 积 当 且 仅 当 它 既 绝 对 连续 ,又 工 ; 有 办. 

证 明 必要 性 ”如 洒 {f.,tET) 一 致 可 积 , 则 对 任何 4€.F 和 
2>9 有 

supE lfilTa 和 AP(04) 十 supE lf ls 
于 上 式 中 取 4 二 X 即 知 它 工 有 界 . 对 任 给 s 盖 0, 在 上 式 中 取 充 分 大 
的 4 使 supE Tre/2;, 则 只 要 P(A) <6 二 e/ (2 就 得 到 
sopE lfeIIs < < 

可 见 { 户 ,esEZ)} 又 绝对 连续 ， 

充分 性 设 {f 愉 ETI 绝 对 连续 且 Li 有 和 罕 - 对 任 给 s>0, 取 人 全 
0 使 对 任何 4E .名 ,只 要 PC4)<6: 就 有 supEl#114<<e, 则 当 

A> 4 = sopElf.1/5. 
时 , 便 得 
PU > EE AS supElfl/h < 

对 一 切 tET 成 立 , 从 而 saPEI 大 Tuzia<e: 可 见 它 一 致 可 积 ， 

为 了 写 起 来 方便 , 下面 把 由 随机 变量 上 的 分 布 函 数 的 连续 点 的 
全 体 组 成 的 集合 记 为 CC 放 . 

引 理 3. 4.4 如 果 太一 ~ 六 则 对 任何 Oo<<p<ee 和 AMECeIAD 


有 


88 第 三 章 。 积分 


| 
证 明 由 分 布施 数 的 右 连 续 性 知 : 对 任 给 se>0, 存 在 3S>0 使 
oOo PF SAN >D— PURIEA,|f|> +) 
一 PC SAATIFAIZA+D 
< PaA< is 十 6) 
I A) Ee. 
于 是 由 条 件 疡 一 ~ 得 
lim supP(|F| EA > 
etlminPlfl ElfFI> A+ 
infP( fF 一 1 > 
etlimP(llh -fl>0)=s, 
可 见 limPC| 所 | 所 A411 之 和 二 0. 如 果 AECC IF 那么 和 用 17 分 
布 函数 在 4 处 左 连 续 和 杀 件 产 -一 ~ 六 ,经 过 类 似 的 推理 又 可 证 
limPclF > fl ED — 0. 
合并 以 上 二 式 使 有 


e+l 


lmP {l/l NAEAI EN) = 0, (3.4.4) 
设 0 一 p 扫 1. 对 任何 :,M>0, 利 用 引 理 3. 3. 6 推 知 
已 (Eee — lf unenl 2 


PO Co 171*| 5/2) 
+ POflrlToes Tunasl SS 5/2) 
PU fl e/2) + POUFL > M) 
上 PolTosien 一 Ts > e/ (2M)) 
PU fl? e/2) + PUFI* > M) 
+ PAIh| SSAA 2). 
只 要 在 上 式 中 先 令 nco 再 令 M 一 co ,由 53.4.4) 式 就 知 此 时 引 理 的 
结论 成 立 . 
设 1<p 志 2. 对 0<p 一 1 护 ] 用 已 证 得 之 结论 便 推 知 : 对 任何 
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e>>0, 有 
已 (rs 一 Tea Se) 
Ts 一 AT 2 /2) 


er 
+ PAA Taal lf lle — [fineal > 6/2) 

PA Tore — [FI Tay | > ef/ (22)) 
pte al 


—= 0, 

可 见 此 时 引 理 的 结论 仍 成 立 ， 

如 此 继续 ,由 1 二 p<? 时 的 结论 又 可 推 至 2<p 扩 3, 由 2<p 坟 3 
时 的 结论 又 可 稚 至 3 过 p 志 4,……. 所 以 引 理 的 结论 对 任何 0 之 p 二 
吕 都 成 立 。 口 

定理 3.4.5 设 0<p< 过 mm,{ 有 }CCLG', 而 了 是 概率 安 间 (X,.F， 
P) 上 的 随机 变 基 .如 果 /一 了, 则 下 列 说 法 等 价 。 

1 {| 疡 | 所 一 致 可 积 # 

《2) fe ff; 

C3) FEL,, | fell fll, 

证 明 52) 和 (C3) 的 等 价 性 见 定理 3. 3. 9. 以 下 证 (1) 一 > (2) 和 
(3)=—> (1). 

GD=> (2) 由 于 所 一/, 故 存在 {f.} 的 子 列 (7 ) 使 六 二 轨 
下. 于 是 由 Fatou 引 理 和 一 致 可 积 性 ( 据 定理 3. 4. 3, 它 蕴含 工 。 有 界 ) 
推出 


EIfl?= EClim|f, 1)? < lim infE lf, 1? 
# oo 
supElfrl* < ~, 


好 fEL. 对 任 给 e>0, 申 引 理 3. 3. 1 和 引 理 3. 3. 6, 有 
Elf.— f= El£— fh pea + ELF 一 Fe 


E+ CE sa t+ CoEN Ts ne 


def 


二 Tes 
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其 中 Co 如 (3. 3.9) 式 ,由 ED 六 一 /和 |/l: 积分 的 绝对 连续 性 
(定理 3. 2.3) 得 lmz: 一 0 由 EL 六 一 和 和 (AI 的 绝对 连 
续 性 (定理 3. 4.3) 又 得 lim :一 0. 内 此 
lm supE |/ 下 
此 式 再 令 e->0 即 得 (2). 
(3)-==(1》 由 引 理 3.4.4 知 ,对 任何 2€ C07,)， 
pe 

又 易 见 对 任何 4>0,{4 训 ?Tor <w1 一 致 可 积 .把 已 证 之 (1) 一 (2》 
-一 (3) 用 于 随机 变量 族 {| 六 1*ruy sn, 得 : 对 任何 XECC1/1) 有 

limE fl lp en 一 至 | 了 Frsas 
此 式 与 (3) 一 起 又 推出 

blimE lf ?ls = Elf hI ne 
这 样 ,对 任何 之 0, 可 以 选取 和 ECU 是 够 大 使 El?T ne， 
从 而 当 m 充分 大 时 supE1f.1"Tiiwwy < 而 根据 定理 3 2. 3, 又 可 
以 选取 和 足够 大 使 supE [Tree 于 是 当 2 这 max {4,} 
时 ， 

supE | /nl?T, ro < 


成 立 ， 口 


习题 3 


1. 证 明 , 如 果 测 度 空间 (和 ,多 ,所 上 可 测 函 数 站 的 积分 存在 ， 


则 了 在 任何 4E.F 上 的 积分 也 存在 . 
2. 设 和 了 上 是 测度 空间 (X, 多 ,wm? 上 的 可 测 函 数 . 证 明 , 对 任 给 se> 


0, 有 
PE .de 
3. 设 和 g 分 别 是 测度 空间 (Xp) 上 的 可 测 通 数 各 非 负 可 
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积 函 数 而 且 存 在 实数 as<5 使 4 之 fC65 a.s. , 则 必 有 aE La,s- 使 
J ear — af, gd 
4. 设 ( 了 ,FF ,p) 是 有 限 的 测度 空间 .证明 : 如 可 测 函 数 和 gg 
的 积分 存在 且 对 任何 AE.P 有 
Lae 2 san 
则 f=g a.e.. 
5 设 (X, 多 ,是 测度 空间 , 如 果 存 在 {4.€E.F ,rn 一 1,2,…) 使 
U 4. 忆 4 并且 pC4.) 过 0 对 每 个 n 二 1,2,… 成 立 , 则 称 AE 多 具有 
og 有 限 的 测度 . 证 明 : 如 果 了 是 测度 空间 (六 , ,x 上 的 可 积 肾 数 ， 
则 4- (yz0) 有 有限 测度 . 
完成 推论 3. 2. 5 的 证 明 . 
完成 推论 3. 2. 7 的 证 明 . 
完成 定理 3. 2. 10 的 证 明 . 
。 设 {fn 一 ,2,"……) 为 可 测 函 数列 .证明 


01) 如 困 存 在 可 测 函 数 g 使 | .8-du<<co 且 /之 g ae 对 每 个 
x 一 1,2,… 成 立 , 则 /人 了 共 含 了 的 积分 存在 而 且 [frdx4 | ram 

(2) 如 果 存 在 可 测 函数 = 使 usrdu<co 目 大妈 ga.e. 对 每 个 
yz 一 1,2,…- 威 立 , 则 让 了 北 合 了 的 积分 存在 而 且 | fdr 4 [fax 

10. 设 {f.,n 二 1,2,…} 为 可 潭 函数 列 .证明 

(1 如 果 存 在 可 测 函 数 < 使 |.e-dp< ce 且 太 3Pp ae. 对 每 个 
za 一 1,2，…- 成 立 , 则 lim infy 的 积分 存在 而 且 
Fdim intfoydps lim inf fdps 

(2) 如 果 存 在 可 测 函 数 g 使 jsrdw<co 且 三 <<e ae. 对 每 个 
二 1,2,…… 成 立 , 则 lim .supf 的 积分 存在 而 且 


io 
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有 lim supf dp 3 lim sop| dp 
es > 
11. 设 {f..n 一 1,2,…} 和 了 都 是 可 测 函 数 .证 明 ; 如 果 
lim [1 ~ flap — 0, 
则 所 一 >f; 又 如 果 [fodx 一 ,fax 有 意义 , 则 
sm] fae = Bae 
12. 设 { 庆 ,4 一 1,2,…} 和 是 a.e. 非 负 的 可 积 函 数 . 证明: 如 
果 扩 -全 7 或 大 二 入 则 Jimm| frdx 一 | .fdr 北 合 
lim{ fm fldn = o. 
13. 证 明 | 入 |- 是 工 < 的 范 数 - 
14. 完成 定理 3. 3. 5 的 证 明 ， 
15. 对 任何 PigE, 信 Ca- 人 jear 证 明 ,《(- ，' ) 满 足 
内 积 的 性 质 ;L 在 这 个 内 积 下 形成 一 个 Hilbert 空间 . 


16. 证 明 引 理 3. 3. 6. 
17. 证 明定 理 3. 3- 7. 


18. 举例 说 明 , 一 ~/ 并 不 获 含 /全 并 
19. 举例 说 明 : sup 有志 .<oo 和 和 f. 一 /并 不 蕴含 


Cu Le 


i 
20. 设 了 是 概率 宝 间 < 天 ,. 玉 ,PP} 上 的 随机 变量 . 证明: 子 的 期 望 
存在 有 限 当 且 仅 当 


DP Fn < 0. 
后 
21. 证 明定 理 3.4. 1. 
22. 对 概率 空间 (X, 多 ,PP) 上 的 随机 变量 上 和 ,定义 


a 上 一 
PC ,ES) 一 ET 二 T 二 厅 - 


证 明 : 
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GD p 是 由 所 有 (XX 多 ,P) 上 的 随机 变 二 形成 的 空间 上 的 距 识 ， 
(23 设 {f..n 一 1,2,…} 和 /都 是 概率 空间 CX,.97,P) 上 的 随机 
变量 . 则 
2 0 fs. 
23. 设 p 是 有 限 区 间 [a.6] 上 对 干 准 分 布 丽 数 下 的 L-S 可 积 函 
数 . 证 明 : 如 果 p 在 区 间 [2,6] 上 对 下 Riemann-Stieljes 可 积 , 刘 两 个 
积分 的 值 相等 
24.， 设 和 分 布 函数 亚 的 间断 点 为 les 一 1,2,--) ,对 每 个 4 一 1,2， 
-…* 记 
pr — Fla) — Fla, — 0). 
又 了 是 一 个 LS 可 测 函数 . 如 果 忆 记 一 1, 求 [fa 
25. 设 {F,sn 一 1,2,…} 和 下 都 是 分 布 函 数 而 且 , 一 > 证明: 
对 任何 玉 上 的 有 界 连续 函数 上 均 有 .gdF, 一 ,gd 


26. 证 明 人 公式: varf 一 E 店 一 Ef (对 每 正 束 数 , 记 Ef 
EF)*). 

27, 证 明 : 如 果 对 概率 空间 (XX, 多 ,了 P) 上 的 随机 突 基 集 1f.,tE€E 
了 T 了 } ,存在 0gEL 使 对 每 个 :ET 有 |f.| 志 g a.s. , 则 它 是 一 致 可 积 
的 ， 

28. 证 明 ， 如 果 概 率 空间 (X, 多 ,P) 上 的 随机 变量 和 集 {f.,t:ET} 
和 {grt 毛 T} 都 是 一 至 可 积 的 , 则 对 任何 a,b€R,(afrtbg:rt€ET) 还 
是 一 致 可 积 的 . 

29. 设 0 之 r 之 s 之 oo. 证 明 ; 如 果 {f.wET} 在 工 , 中 是 有 界 的 , 则 
1 FEI 一 致 可 积 ， 

30. 设 { 关 ,一 1;2,… 和 都 是 工 中 非 负 的 随机 变量 .证 明 : 


如 果 记 一 一 和 EE/, 则 {f,) 一 致 可 积 . 


ef 
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在 微 积分 中 ,如 果 函 数 j 卫 在 区 间 [ey 罗 上 连续 ,那么 
Fx) = {fay 
称 为 不 定 积分 ,而 了 是 下 的 导数 . 设 了 是 测度 空间 (。2 po) 寺 积分 
让 在 的 可 测 函 数 ,我 们 自然 把 宙 上 定义 的 业 函 数 
JAD 一 ffax, YAEH 

也 称 之 为 不 定 积分 ,而 也 叫做 9 对 测度 J 的 导数 .一 般 的 一 个 . 杰 
上 的 集 函 数 ,如果 也 像 一 祥 , 除 了 非 负 性 以 外 满足 测度 的 所 有 其 他 
性 质 , 是 否 一 定 就 有 导数 呢 ? 本 章 将 围绕 这 一 中 心 问题 展开 讨论 . 学 
完 这 一 章 以 后 , 概 尝 论 中 几乎 所 有 的 重要 概念 都 葛 定 了 严格 的 数学 
基础 . 
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考虑 测 谋 空 间 (X,.F ,ny 上 积分 存在 的 可 测 两 数 /的 不 定 积分 
A = | fdp, YAEF. 4.1.1) 


根据 积分 的 定义 ,有 gx( 纪 二 0. 另外 ,由 推论 3. 2.5, 又 知 p 是 可 列 吕 
加 的 . 换 名 话说 ,除了 非 负 性 以 邹 , g 满 足 测 度 的 所 有 其 他 条 件 , 具有 
这 种 性 质 的 集 函 数 将 称 为 符号 测度 ,其 止 式 定义 如 下 . 

定义 4.11 设 (X, 安 ?是 一 个 可 测 空 间 . 从 多 到 情 的 集 函 数 
多 称 : 为 符号 测度 ,如 果 它 满足 

(0) oY =0; 

(2》 可 列 可 加 性 : 对 任何 两 两 不 交 的 {4A.,# 一 11,2,…}CC9F7 ,有 

d U4.) = DA. 
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如 困 符 号 测度 zp 满足 |g(A)| 过 吕 ,YAE 久 , 则 秘 它 是 有 限 的 ;如 果 
存在 六 的 可 测 分 割 (44,x 二 1,2,…) 使 igkAn) 1 之 oo 对 每 个 2 二 1.2， 
成立 , 则 称 它 基 co 有限 的 . 

从 定 父 的 (1) 和 (2 容易 推出 符号 测度 具有 有 限 可 加 性 : 对 任何 
有 限 个 两 两 不 交 的 {Ais 丰 二 1 ,nn}CC 祈 ,有 


?( U4) = Da). C4. 1.2) 

另外 ,由 《4.1.1) 式 决定 的 那 种 符 叶 测度 9 只 可 能 有 下 面 两 种 情况 : 
— oHA)E, YAEF, (4.].3) 

PA EL YAEF. C4- 1.4) 

一 般 的 符号 测度 是 否 还 有 这 一 重要 性 质 呢 ? 下 面 的 命题 对 此 做 出 了 


肯定 的 回答 . 
命题 4. 1. 1 对 任何 符号 测度 gq，(4.1. 3) 或 (4.1.4) 式 成 立 . 
证 明 用 反 证 法 .如 果 存 在 4.BE 罗 使 m(4) 一 ce 和 9( 已 ) 一 
一 2, 则 由 (4. 1.2) 式 推 得 
PAUB 一 A) HB\A): 
AU B) 一 B+ KAN\B). 
由 于 gw 4) 一 co, 要 保证 前 一 式 有 意义 必须 有 pf(4U 吾 ) 一 ce; 由 于 
PB) 二 一 oo, 要 保证 后 一 式 有 意义 必须 有 p(tALJB) 二 一 co- 子 
盾 . 


为 了 方便 起 见 , 今 后 将 约定 所 遇 到 的 符 叶 测度 2 都 满足 (4.1.3) 
式 . 对 于 满足 (4. 1. 4)? 式 的 符号 测度 ,只 要 考虑 一 ”也 就 变 成 了 
(4- 1.3) 式 的 情形 . 

下 面 讨论 符号 测度 的 其 他 性 质 - 

命题 4.1.2 设 p 是 可 测 空间 (XX, 灾 ) 上 的 符号 测度 .如 果 3,5 
EH,.ADB AlgA) < ,NM IgB) | oo. 

证 明 由 (4.1.2) 式 和 命题 条 件 易 得 KA) 一 FB) 十 KANB). 央 
此 ,如 果 gxK4A) 有 限 , 则 gxB8) 必 须 有 了 眼 . 

命题 4.1.3 设 vp 是 一 个 符号 测度 . 如果 {As,n 一 1,2,…} 必 
两 两 不 交 且 满足 


< ceo， 


Ir UA 


on 
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则 
TIA 1 < cc 
证 明 ”对 每 个 x 一 1,2,…, 令 
A PAs) > 0, 
新， HA) EEO: 
( (Aa) > 0， 
A HA) EO. 


易 见 口 和 一 串 吉 UD 和 且 (，47 n 一 112,…} 卫 两 不 交 .但 由 
命题 4.1.2 及 条 件 |z( 口 4 | < 一 可 知 
Io OA)|<~ 和 le DO)| < ~ 
成 立 , 故 
bp 14.)1 一 DE 十 19 47 1] 


全 Dpeat) 十 2 lA) 


#1 


Bera)| 党 [Ser)| 


-IQ + ldd)|<~ 日 


§2 Hahn 分 解 和 Jordan 分 解 


考查 54. 1. 1) 式 定义 的 不 定 积分 p. 令 
Xi= {f 安 0}, X= {f<0), 
则 {XT,XX 形成 CX,. 记 ) 的 可 测 分 割 - 它们 把 空间 XX 劈 成 具有 下 列 
性 质 的 两 部 分 ， 
AE.F, ACRXt HA) 0 
AE FI, ACX- ——HA) EO. 
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我 们 把 具有 上 述 狂 质 的 {X*+ ,X } 称 为 pg 的 Hahn 分 解 . 对 每 个 4 和 
多 ,再 令 


Ft (4) 一】 dp 


则 只 和 和 都 是 测度 而 且 分 解 式 
9 一 pC—F {Rl 
成 立 . 我 们 将 把 44. 2. 1) 式 称 为 g 的 Jordan 分 解 . 在 (4. 2. 1) 式 中 ,出 
现 了 两 个 测度 相 减 的 记号 . 一般 地 ,可 测 空间 (X, 久 > 上 的 两 个 测度 
和 vy, 只 要 其 中 一 个 是 有 限 的 ,就 把 符号 测度 py 一 v 定义 为 
DME pA vA) VAE YF. 
当然 ,对 于 两 个 测度 挛 和 "也 可 以 定义 它们 的 和 测度 上 十 > 为 


CHD EE pA HAN, YAE TF. 
本 节 的 任务 是 寻求 一 般 符号 测度 的 Hahn 分 解 和 Jordan 分 解 . 
设 p 是 一 个 符号 测度 ,对 任意 的 AE 多, 记 
8 (4) = sup{HB), BCABE HF}. 《4. 2. 2》 
不 难看 出 : 罗 是 9 上 非 负 ,单调 且 满 足 p' (如 ) 一 0 的 集 函 数 ， 
引 理 4. 2.1 如 果 AE.F 满足 多 4)<co, 则 对 任 给 e>0, 存 在 
E99 使 


ACA, KA)0 BY(AMA)EE. 

证 明 反 证 法 , 设 存 在 o>0, 使 对 任何 满足 4oC4 之 Ao€ 多， 
或 者 gLAo) 二 <0, 或 者 

KA) 0 有 目 pg' (ANA0) > eo. C4. 2. 3) 

对 4o 一 人 女 用 反 证 法 假设 . 由 C4, 2. 3) 式 立 得 gp* (4 一 和 (4Mo De 

因而 由 g" 的 定义 推 知 | 存在 Bl EF,Bi 导 4 使 8CB1) 六 6. 再 对 Ao 

二 Bi 用 反 证 法 假设 , 由 于 KAc) 一 g《B:)>eo; 故 由 (4.2. 3) 式 又 推 知 

9* CANB1) 之 ev. 这样, 由 p' 的 定义 又 推 知 : 存在 Ba€ ,BsCA\B 

使 p(Bs)>>so. …… .如 此 继续 , 便 能 得 到 两 两 不 交 的 集合 序列 18,} 使 


对 每 个 二 1.2,… 有 B.CA,B.E 久 使 g(B.)>eo 今 B= 口 B., 则 
有 
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BTCA, BEF HMBI= Bea -~ 


根据 命题 4. 1.2, 这 区 含 着 1p(4)1= co. 但 是 引 理 的 条 件 是 pA) 

ce 所 以 必须 有 8 一 一 co ,与 我 们 事先 的 约定 (4- 1. 3) 式 矛盾 . 

引 理 4 2.2 对 任何 4E.F, 只 要 gqXA)<<0, 就 一 定 存在 4oE 
多 使 


AoCA, KA) TIH GA) = 0. 
证 明 对 满足 (42<0 的 4E 多 用 引 理 4.2.1, 知 存在 CE 
CCA, CI0E FAC) SS 1. 

再 对 满足 gCANCDS87 CANCUD<S 的 4NCiE 史 用 引 理 4.2. 1, 又 
知 存在 CeE ,使 

CzCA4NC KC) OH PAC U CH)) Ee = 1/2. 
如 此 继续 到 第 =” 步 , 就 会 得 到 两 两 不 交 的 {CeE 多 )} 使 对 每 个 上 一 1， 
2 有 


CC A， cw>08 P(A Ue) ) < 1 


‘1 


令 C= Uc. , 则 KO) > gc, ) 宕 0 且 


oS ANC) ya Ua)) ee 
于 是 gr*(4NC) 一 0. 取 4 一 4NC;: 则 AoCA,9'(Ao) 一 0 及 
FA) 十 KC) 一 人 4) < 0, HAC) PF0 
—g(A4o) < 0. 
证 完 . 口 
定理 4. 2. 3(Habn 分 解 〉 对 于 可 测 空 间 ( 和 ,多 ) 上 的 符号 测度 
9 存在 X+E. 使 


XUX-= XX, XN X =, (4. 2. 4) 
而 且 对 每 个 4E 多 有 
KAN KH) PO A N XY). {4.2.5) 


Hahn 分 解 {及 +,X-} 在 下 列 意 义 下 是 惟一 的 ; 如 果 存 在 两 个 分 解 
{2X+ ,XT } 和 {XZ ,XZ )} 都 符合 (4. 2.4) 和 (4.2.5) 式 的 要 求 , 则 
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AEF, ACXIAXt=~IAY = 0; 
BEF, BCKXIAN;—~p(B) 一 0- 

证 明 分 步骤 证 明 如 下 ， 

G) 集合 系 -4E 9" (4) 一 D0} 是 一 个 a 环 . 

证 由 于 妇科 多- . 故 集 合 系 多 - 非 空 . 如 果 41,A42€ 多 ,由 
F* 的 非 负 性 和 单调 性 得 知 

Op ANAY) Ey (4.) = 0, 

故 A1\AzE€. 久 -7. 如果 (AE 多 7,n 二 1,2,…} 两 两 不 交 , 则 对 任何 


五 后 多 ,Cj 4 有 


n=1 


mB = eaN( Va)) = Dana, 


xl 


从 而 由 


a 


1 
| 
5 


BBe .BCUA) 


==1 


Ps Ne 


a 
= sup{ 5 HB NA: BE ,BOL A) 
?|{ > 


< Tsup (pCB): BE F,BCA,} 


1 


es po 一 和 


所 
推 得 冲 4.€ 和 一. 

a 

(2) 存在 满足 (4. 2. 4) 和 (4. 2.5) 式 的 分 解 + € 多. 

证 记 a=inf{g(A4): AE 名 ~}. 由 于 BEF , 故 ap(2Z) 一 
0. 取 一 囊 14.E 7 n=1.2,…} 使 imp(4-) 一 a 并 令 久 -二 Da.. 


a 


由 于 多- 是 一 个 o 环 , 故 XX EF 性 ,而且 对 每 个 AE.F 有 
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FCA 站 入 -) 才 9'C4 站 贸 -) (gr" 的 定 文 ) 
志 9*(X ) (gp” 的 单调 性 ) 
一 0 (多 的 定义 )， 
这 说 明 区 -满足 (4. 2. 5) 式 的 要 求 . 再 令 X1 一 XN\X- ,显然 开打 
而 且 它 和 痰 在 一 起 满足 (4.2.4) 式 . 所 以 只 要 再 证 多 + 也 符合 
《4.2.5) 式 对 它 的 要 求 就 行 了 . 用 反 证 法 . 刻 设 存在 X 的 子 集 4E 
完 使 go4)<0: 则 由 引 理 4. 2.2 知 : 存在 4 的 子 集 4o 空 使 
FA) < 一 0 有 Pr(4o 一 0 
< 一 > TO AE FT- 
一 -pr(4) TO AAUX EF 
《因为 XE 且 久 是 a 环 ) 
一 YA UX ) = HM) +H AK) TPNX) 
(因为 46 几 XX-= 7). 
但 是 ,对 每 个 = 一 1,2,… ,有 
HR I PA 十 XT NA 
(41) 十 (XX \A4。)) (8"* 的 定义 》 
= KA) 
(因为 \4, E€ 多 葡 合 p(X \A,) 一 0)， 
可 见 pCX SlimA A Ya 于 是 前 而 的 “ 雇 设 ”导致 
Ao UU XY) pA) Ea 


与 a 的 定义 秘 盾 . 

<3》 惟一 性 . 

证 设 {Xi ,XT} 和 {XH ,X27 } 者 符合 (4. 2. 4) 和 (4. 2. 5) 式 的 要 
求 . 如 果 4 呈 XX#+\, 则 由 4 呈 XH 推出 pg(4) 这 0; 由 ACOH)"= 
XT 又 推出 gC42 志 0, 从 而 gC(43 一 0. 同 理 ,由 4 忆 XINXi 亦 推出 
gLA) = 二 0. 因此 , 当 有 CXiHAXJ 时 就 有 

KA) 一 ma 站 CE NT t+ HAN CN ND = 0. 

这 证 明了 惟一 性 的 前 一 部 分 . 后 一 部 分 的 证 明 类 似 , 略 . 口 

对 于 一 个 任意 给 定 的 符号 测度 p，Hahn 分 解 把 空间 X 分 解 为 
两 部 分 X+ 和民- : 在 X+ 上 9 只 取 正 信 : 在 和 -上 只 取 负 值 . 于是， 
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只 要 令 


PAHKANKY) 和 A= HAANYT), (4.2.6) 
就 得 到 了 分 解 式 C4. 2. 1) ,从 而 回答 了 本 节 开 头 提 出 的 问题 . 我 们 把 
这 个 结论 写成 定理 的 形式 . 
定理 4. 2. 4(Jordan 分 解 ) 对 可 测 空间 (X, 安 ) 上 的 符号 测度 
2* 存 在 测度 gt+ 和 有 限 测度 yg 使 (4.2. 1? 式 成 立 而 且 
P= 人 一 (一 多" (4.2.7) 
证 明 取 y 如 (4.2.6) 式 . 易 见 它们 都 是 测度 而 县 满足 (4. 2. 1) 
式 . 由 事先 的 约定 (4.1.3) 式 又 知 g 是 有 限 的 .因此 ,只 需 证 明 
(4. 2,.7) 式 . 任意 给 定 AE .9 ,对 任何 A 的 子 集 BE. 实 ,我 们 有 
BT AE GB) EK pA). 
因此 由 {4.2. 2]) 式 推 得 
了 f(4) Psup{(p(B): CAE 多 ) = pA). 
另 一 方面 ,由 (4. 2.6) 和 (4. 2. 2) 式 又 可 见 
PA)= PAN K+ 
sup{HB), BTABE F} 
= 9 (A). 
于 是 (4. 2.7) 式 中 前 一 式 成 立 . (4. 2. 7) 后 一 式 可 类 似 证 之 , 略 - 
今后 把 满足 (4. 2. 5) 或 (4. 2. 7)? 式 的 分 解 式 (4.2. 1) 叫 做 符号 测 
上 度 Fp 的 Jordan 分 解 . 村 和信 分 别 岂 敌 史 的 上 变 差 和 下 变 效 , 而 }9 


gt 十 y 叫 敌 它 的 全 谈 差 . 灵 然 ,符号 测度 的 上 变 差 .下 变 装 和 全 


变 差 都 是 测度 、 
Jordan 分 解 当 然 是 惟一 的 ,这 由 表达 式 (4. 2.7) 式 可 以 看 出 来 . 


但 是 ,如 果 有 人 要 随便 找 两 个 测度 py 和 + 来 满足 "一 “一 "的 话 ,那么 
这 样 的 上 和 ， 可 不 是 惟一 的 . 习题 4 之 第 1 题 和 第 4 题 说 的 就 是 这 
个 意思 . 
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设 p 是 测度 空间 (X,.9 ,pj) 上 的 符号 测度 . 我 们 将 着 手 定义 的 
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导数 . 基本 的 想法 其 实 很 简单 : 如 果 这 个 符号 测度 能 惟一 地 表 成 不 
定 积分 形式 


PC = fds, YAES C4 3. 1) 


的 话 ,那么 像 初等 微 积 分 里 把 不 定 积分 看 成 它 的 导数 的 原 函 数 那 样 ， 
就 认为 了 是 符号 测度 对 于 测度 x 的 导数 . 

定义 4.3.1 设 92 是 测度 空间 (和 ,多 ,x) 上 的 符 导 测度 . 如 果 存 
在 a.e. 意义 下 惟一 的 可 测 函 数 了 使 4. 3. 1) 式 成 立 , 则 称 了 为 p 对 
于 的 R-NCRadon-Nikodym)? 导 数 ( 或 简称 导数 ), 记 为 42- 入 

正如 微 积分 中 并 非 所 有 的 函数 都 可 以 求 导 一 样 ， py 个 
符号 测度 都 有 R-N 导数 . 什么 禅 的 符号 测度 才 有 R-N 导数 呢 ? 只 有 
当 p 对 /绝对 连续 时 才 有 可 能 . 

定义 4.3.2 设 p 和 Jp 分别 是 可 测 空 间 (X, 宛 上 的 符号 测度 
和 测度 . 如 果 对 任何 AE 多. 均 有 

L(A} 一 0 一 PC4) = 0, 

则 称 对 wx 绝对 连续 , 记 作 p px 

我 们 将 证 明 , 只 要 上 是 = 有限 的 而 且 P<pz, 则 p 对 x 的 RN 导 
数 就 一 定 存在 . 这 个 结论 的 证 明 过 程 比 较 长 ,为 了 避免 由 此 产生 的 不 
耐烦 情绪 ,我 们 把 它 分 解 成 一 系列 的 引 理 和 命题 . 记 

{sesErg>0 gH YAEF), 


其 中 如 一 了 (X10) 
引 理 4.3.1 如 果 P 和 wp 痢 是 可 测 空 间 (X,F) 上 的 有 限 测度 ， 
则 存在 AcE 经 使 
[ fdx=p < 
x 
证 明 取 {gi€ 2; 一 1,2,-…} 使 lim | sad 一 8 再 令 
太一 Max gs f= supt{tgs: k= 1,2,.}. 
由 于 gx 所 f 对 每 个 上 二 1,2,… 成 立 , 故 
总 二 lim| gdt < {fdr C4. 3. 3) 


一 sup (fied: a€ 2). C4. 3. 2) 
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对 每 个 正 整 数 一 1.2,… 和 每 个 一 1,…,n, 记 
机 
A {f= gs Bor hal U4) 
a 


易 见 (Bo 一 1 加) 网 两 不 交 且 (Bs 一 忆 A 一 XX, 因 而 
4 


dr 一 “dp— 
一 站 | ede FRAN en 
fid an ft 
= A) 
对 每 个 4E 7 成 立 . 上 式 中 令 n 一 =, 由 单调 收敛 定理 就 得 到 


[fa = lim| fdp < yA) 


对 每 个 AE 7 成 立 .这 说 明 f€ 红 ,因而 [fdyx<8. 司 者 与 (4. 3.3) 
式 合 在 一 起 即 是 (4. 3. 2) 式 . 

命题 4.3.2 如 果 9 和 p 都 是 可 测 空间 (多 ,9 ) 上 的 有 限 测度 
而 且 9 <x, 则 存在 非 负 的 EL 使 (4. 3.1) 式 成 立 ; 在 a.s. 意义 
下 惟一 , 即 如 果 还 存在 gE 使 

ma) 一 eaw 

对 每 个 4E 多 成立, 则 必 有 /一 5 a-s.， 

证 明 取 如 引 理 4. 3. 1, 对 每 个 4E 多, 令 

yA) 一 pA) 一 av， 

则 v 蚌 一 个 测度 .为 证 明 命 题 ,只 需 证 v=0. 对 每 个 正 整数 ”和 每 个 
4E 多 ,定义 


mA) 一 *C4) — Hua), 


则 tysn 一 1;2,…} 是 符号 测度 列 . 以 {XH ,Xi ) 记 对 应 的 Hahn 分 
解 ,并 令 
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广 意 关 CX 蕴含 (XX ) 才 0, 立 得 
De ES ) 十 十 pCK-) 
iAX 一 0. (3.4 
另 一 方面 ,对 每 个 正 整数 > 和 每 个 4E 多 ,有 
Ene]ar=wa ~ 4) + FpX na 
pA — KF NN A) + Tut N A 
= A) — mK NN 4) SpA), 
即 f 十 十 1x € st. 因此 
nx 


Jar 二 act = | [f+ Ei ar < 8 = [far, 
7 An 


即 uCX+) 一 0. 这 蕴含 XY ED XN). 由 于 2 对 的 绝对 
连续 性 , 故 又 推出 wCX+) 一 0. 于 是 我 们 得 到 
OCuXT) 一 PCXK+) 一 [fdn pK) 一 0. 


此 式 和 <4. 3.4) 式 合 在 一 起 说 明 以 和 ) 一 5X-)7 十 zx(X 一 0 即 0， 
括 的 存在 性 得 证 . 
地 在 a.s. 意义 下 的 惟一 性 由 定理 3.2. 2 直接 推出 .。 口 
命题 4.3.3 设 p 和 上 分 别 是 (和 ,多 ?上 的 有限 符 号 测度 和 
有 限 测度 . 如 果 9p 之 4, 则 存在 (XX, ,py) 上 a.e. 意 义 下 惟一 的 有 限 
可 测 函 数 了 ,使 
fA dy 过 《4. 3. 5) 


且 (4. 3.1) 式 成 立 . 
证 明 ” 先 考虑 是 有 了 眼 符 号 测 间 的 情形 . 设 gg' 一 FF 是 9 的 
jordan 分 解 . 由 (4. 2. 6) 式 和 命题 4. 1. 2 可 见 y+ 均 是 有 限 测度 而 且 
AKC4) 一 0=>p(A MN X+) 一 0 
一 AD 门 X+) 一 0 
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一 员 (4) = 0, 
故 yp. 于 是 ,由 命题 4.3. 2 知 .存在 /+E 使 
p49 一 人 ax 
对 每 个 4E .9 成立. 令 /一 六 一 产 即 知 此 时 结论 成 立 . 
再 考虑 9 是 有 限 符号 测度 的 情形 . 取 (X, 宗 ) 的 可 测 分 割 
{A417 一 1,2,…} 使 对 每 个 正 整 数 x，|g(A4s) | 过 2. 显然 ,在 可 测 空 


间 (4,,4n 门 多 )》 上 ,Y 是 有 限 符号 测度 , yx 是 有 限 测度 且 9 <<px. 因此 
由 已 证 之 结论 得 : 存在 f.E CA.,4. 门 .多 ,yO 使 对 每 个 AE 站 


he 
oA) = [RA 
把 这 些 分 别 定义 在 (4。,4, 门 多 ) 上 的 万 拼 起 来 , 令 
FED 
则 对 任何 4€.% 和 wn 二 1,2,… 有 : 
HAN A 一 [fe -人 Ar 


na 


于 是 根据 (4. 1. 3) 式 的 约定 就 得 
六 ax= 二 2 六 du 一 一 >| 


1 pe 


志 汉 SgeaN {f < 0)) 
A 


—— Kf<0) < 
可 见 这 样 定 义 的 了 满足 (4. 3, 5) 式 且 


pCA) 一 Branan = Bf, ar = [fap 


即 (4. 3. 1) 式 成 立 . 因 为 了 在 每 一 个 A, 上 a. e. 有 限 ,所 以 在 久 上 也 
a.e. 有 限 , 从 上 述 证 明 过 程 和 命题 4. 3. 2 可 得 f a.e. 惟 一. 口 

命题 4.3.4 设 9 和 ~ 分 别 是 (X,. 多 ) 上 的 符号 测度 和 有 限 测 
度 . 只 要 P <p, 就 一 定 存在 CX,F,p) 上 a,e. 惟 一 的 可 测 函 数 了 使 
《4. 3.5) 式 和 (4. 3. 1) 式 成 立 ! 如 果 ?是 = 有 限 的 , 则 了 a-e- 有限 . 
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证 明 ”把 证 明 过 程 分 为 以 下 几 步 ， 
C1) 集合 系 
多 一 {4&3 (4,€ 7) 两 两 不 交 , [A 一 和 4 


有 IgA | < on =1,2,.) 
是 一 个 o 环 . 
事实 上 ,容易 看 出 多 对 于 “可 列 不 交 并 ”运算 是 封闭 的 . 利用 命 
题 4.1.2 又 不 难 证 明 它 对 于 * 差 "的 运算 也 是 封闭 的 . 
《2) 记 7Y 一 sup {pj(4): AE€ 多), 则 存在 BE 多 使 CB) 一 x. 
事实 上 ,只 要 取 一 串 {BE 多 } 使 Ba 人 如 一 7 注意 : 0 所 7 


oo) ,再 令 B~ 山 B., 则 BEg( 因 为 多 是 v 环 ) ,而 且 由 
7 六 KCB) 六 ACE 一 了 
推出 wCB) 一 7- 
(3) 取 BE 多 如 (2), 则 存在 (CB,B 站 mF ,mp 上 满足 (4. 3.5) 式 ,而 
且 a.e. 惟 一 的 有 限 可 测 函 数 g 使 对 尾 何 CEBNM 多 ,有 


HC) 一 J sa. (4. 3. 6) 


因为 在 可 测 空间 (至 , 召 站 .多 ) 上 , 9 是 有 限 符号 测度 , wk 是 有 
限 测度 ,所 以 这 个 结论 由 命题 4. 3. 3 即 可 推 得 . 
《4) 在 可 测 空 间 (B',B 门 名 》 上 ,对 任何 CE BN 多 有 
0, HC) 一 0。 
mC) 一 | dr- (2 LC) > 0. 
事实 上 ,如 果 CE PN 满足 (C0) 一 0, 则 由 gpg 对 的 绝对 连 
续 性 推出 pCC) = 二 0, 从 而 此 时 C4. 3- 7) 式 成 立 . 为 证 CE BN 站 mm.9 满足 
(0O) 之 0 时 (4. 3.7) 式 也 成 立 , 采 用 反 证 法 . 如 果 存 在 CEBN 多 满 
足 pC)>0 但 gC)<oo,; 则 BUCE 多 且 
4B UC) = (B+ AC) > plB) 一 7 
与 ? 的 定义 矛盾 1 
(5) 命题 证 明 的 完成 - 
令 f= 二 glIs 十 ooTy, 则 了 可 测 且 由 命题 4. 3. 3 推 知 


(4. 3. 7) 
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| du 一 fe- du < cc， 


可 见 (4. 3. 5) 式 成 立 , 又 由 (4. 3.6) 和 (4. 3. 7) 式 蕉 知 
HA)= HANB) HAAN BY 


= | du 十 | ie 
ANMB ANF 


一 an 二 sd 


一 | .man 


可 见 (4. 3.1) 式 也 成 立 . 从 上 述 证 明 过 程 可 见 : f a,e- 惟一, 此 外 , 当 
9 为 r 有 限时 有 多 一 灾 , 故 子 必须 ae. 有 限 、 吕 ] 

所 有 必要 的 前 期 工作 至 此 已 全 部 完成 ,现在 让 我 们 来 叙述 和 证 
表 R-N 定理 . 

定理 4.3.5 设 g 和 4 分 别 是 (X,F) 上 的 符号 测度 和 os 有 限 测 
度 , 如 果 g 必 py, 则 存在 (X,F ,p32 上 在 a.e. 意 义 下 惟一 的 可 测 函 数 
使 (4. 3.1) 和 (C4. 3.5) 式 成 立 ; 如 果 g 是 zo 有限 的 , 则 fa.e. 有限. 

证 明 设 {4.) 是 (和 ,多 ,A) 的 一 个 可 测 分 割 ,使 x(4,.) 二 oo 对 每 
个 = 一 1,2，…' 成 立 ， 

出 命题 4. 3. 4 可 知 ; 存在 (4,1A4. 门 多 ,xy) 上 a,e. 惟一 的 可 测 函 
数 乒 ,使 对 任何 = 一 1,2:… 和 4E4 门 史 有 


7 一 | Lan | 六 an 一. 
令 /= 芝 帮 14, 则 由 约定 (4.1.3) 式 知 
入 


[a= ba EP > fap 


N {Fo 


ll dp 
RAN (fo 


= DANI{F 0 


a=l 


=— Hf<)<, 
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可 见 (4.3. 5) 式 成 立 ;又 对 每 个 AE 有 
2o(4) 一 DAN A 


> Da 一 an， 


故 (4. 3. 1) 式 也 成 立 . 了 的 a.e-. 惟一 性 由 访 的 惟一 性 可 得 . 当 9 为 = 
有 限时 ,每 一 个 fa.e- 有限, 故 了 也 必 ae 有限 . 口 
最 后 我 们 指出 : 定理 4. 3.5 中 上 是 有限 的 这 个 条 作 是 必要 
的 . 如 果 把 它 去 掉 ,定理 的 结论 有 可 能 不 对 . 请 看 下 面 的 例子 . 
例 1 设 凌 = 及 ,多 一 14CX: A 或 A' 至 多 可 数 }. 令 
并 《4)， 并 《4) < so， 
co， 并 《4) = cc- 
叉 定 义 : 如 果 A 至 多 可 数 , 则 rr) 一 0; 如 果 4 至 多 可 数 : 则 pA) 
一 1 易 见 P 拉 wz 但 并 不 存在 可 测 范 数 了 使 (4. 3.1) 式 成 立 .事实 上 ， 
如 有 存在 可 测 函 数 使 (4. 3. 1) 式 成 立 , 那 么 由 
0 一 rtfz 有 一】 fap = font = fC7) 
对 任意 xER 成 立 , 就 推出 f=0, 从 而 
FX) 一 [fae EE | .oan 一 0， 


与 gCX) 一 1 发 生 了 矛盾 . 


AHA(4) 一 { 
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R-N 定理 表明 : 如 果 符 号 测度 w 对 于 a 有限 测度 “绝对 连续 ， 
则 pp 对 的 R-N 导数 存在 , 本 节 要 考虑 符号 测度 与 测度 ,或 符号 测 
度 与 符号 测度 之 间 更 一 般 的 关系 - 为 此 ,引进 下 列 定 义 ， 

定义 4.4-.1 可 测 空间 (XX, 名》 上 的 符号 测度 种 5 称 为 是 相互 
奇异 的 , 记 为 pL$, 加 果 存 在 NE YF 使 lg CN)= $1 CN) 一 0. 

奇异 性 是 通过 全 变 差 定义 的 ,但 是 也 可 以 用 两 个 符号 测度 自身 
来 直接 验证 . 事实 上 ,我 们 有 下 列 等 价 条 件 - 
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引 理 4. 4.1 对 于 任意 的 符号 测度 wp 和 #, pL$ 当 生 仅 当 存 在 
入 EF 使 对 每 个 4E 有 
HA NY = ANN)=O. 
证 明 必要 性 如 果 pL$, 取 NE 多 使 |p| (N=1$| (CN) 一 0， 
则 
[PIN ) 一 0—~>pgt(N) 一 0 
pANNYD=I,YAETD 
ANN) = (ANN)—y (CANN 
=0,YAE.PF. 
类 似 地 推理 可 得 |$| CN) 一 0=$CANN) =0. 
充分 性 取 NE 六 对 每 个 4E 如 有 
“ANND=#ANMD=0 
并 设 {X# . :是 8 的 Hahn 分 解 , 则 
HANMNMND—0.YAEZF 
一 六 (NM —+ NN Xt)= 0 
> |p| (NY 一 由 CVD + PN = 0. 
类 似 地 推理 又 得 $CAN AND 一 0.Y4E .2 一 mV 一 0 口 
类 伺 于 奇异 性 的 定义 ,也 可 以 把 绝对 连续 的 定义 推广 到 两 个 符 
号 测度 之 间 : 如 果 符 号 测度 wp 和 $$ 满足 1p|< 攻 $i, 则 称 g 对 #$ 是 绝对 
连续 的 , 记 为 w < 女 克 下 面 的 引 理 说 明了 奇异 性 和 缀 对 连续 性 是 两 个 
对 立 的 概念 . 
引 理 4.4.2 设 Y 和 # 都 是 符 导 测度 , 如 果 P 途 $ 且 gq 上 #$, 则 
9 =0. 
证 时 取 NE 久 使 lp| CN=|1$|CN) 一 0, 则 对 任何 4E. 祖 有 
IPI CAN mw Ipl ND) = 0; 


同时 又 有 
ICN) = 0 一 1 (4 NN 0 
一 gmNI) 一 0 〈 因 为 史 妇 及 . 


两 者 合 在 一 起 即 得 
1I91C42 一 pAN ND+ FIANN)=0, YAEF. DD 
本 节 的 主题 是 Lebesgue 分 解 ,其 目的 是 要 证 明 , 任 何 a 有 限 符 
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号 测度 对 于 任意 一 个 有限 测度 ,可 以 分 解 成 两 部 分 : 一 部 分 对 
上 绝对 连续 ; 另 一 部 分 则 与 x 是 相互 奇异 的 . 定理 的 证 明 过 程 也 比较 
长 .为 了 写 得 更 有 条 理 , 还 是 采用 先 特 殊 后 一 般 的 办 法 ,分 阶段 地 于 
以 证 明 . 
命题 4.4.3 对 于 有 限 测 度 空 间 CX,. 隐 ,py 上 的 有 限 测度 g, 存 
在 有 限 测度 pq. 和 % 使 下 列 三 式 同 时 成 立 : 
P= PE pL (4.4.1) 
证 明 由 于 pp 二 9p, 故 90 育 存 在 (R-N 定理 ) 且 对 每 个 
人 4E. 多 有 
o< ee dP + Ap 
= pA) SA) TT pA) 


= [d+ 入- 
dp i 
根据 定理 3. 2.2, 这 表明 Og 人 1a.6.- 记 
N= fe x: ge 一 中 


再 对 每 个 AE , 令 
pA) 一 HA 站 NO P(A)= KANN)., 
易 见 中 和 % 是 有 了 眼 测 度 , 故 只 需 再 证 它们 符合 (4- 4. 1) 式 的 要 求 . 显 
然 ，(4.4.1) 的 第 一 式 成 立 . 如 果 4E 多 且 x(4) 二 0, 则 
人 
je 一 ap 十 万 jac+ w 


一 《十 p(4 站 PR 一 MAN 
9 门 ND = 0. 
但 在 ANN* 上 ， i el a.e. ; 故 上 式 草 含 (2TA(4 站 RN 一 0， 
从 而 
AY =HAANNYE G+ NY = 0. 
这 说 明了 (4. 4.1) 的 第 二 式 也 成 立 , 此 外 ,由 


dg 
FM 一 六 ac 二 
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= [dp+ 1 = PN + CN) 
推 知 uxtN) 二 0. 该 结论 再 加 上 
PNY = PHAN NN p(B)— 0 
便 得 到 gx 可见 C4.4.1) 的 第 三 式 也 成 立 . 
命题 4.4.4 对 于 so 有 限 测 度 空间 (XX,.F ,py) 上 的 a 有限 测度 
9, 存 在 有 限 的 测度 & 和 兄 使 (4.4.1) 式 成 立 ， 
证 明 取 (X, 久 5) 的 一 个 可 测 分 割 (4,) ,使 对 任何 x 二 1,2,… 有 
PA SL oo} KCLA) < ce， 
再 对 每 个 x 二 1.2,… ,把 命题 4.4. 3 用 于 可 测 空 间 (4.,4. 门 .多 ?上 的 
有 限 测 度 p 和 /, 便 得 有 限 测 度 9.- 和 多,., 使 
胸 一 旬 十 Ps Pe KH BA 
对 每 个 AE 多 , 令 


pA) 一 eA NM A; 


RA) 一 Dn, CAN A,). 


及 下 证 只 和 多 符合 定理 的 要 求 ， 显然 欠 和 多 是 5 怀 , 实 ?上 的 有限 

测度 而 且 54. 4. 1) 的 第 一 式 成 立 . 注意 到 对 每 个 4E 之 ， 
H(A = Op(A NA) =0. Yrx=1,2 
pANA) = 0 Y=12," 


—p(4) = Dp.lh NN 4.) = 0, 
2 


又 得 到 (4. 4. 2) 的 第 二 式 . 最 后 ,对 每 个 an 一 1,2,…，, 设 NEA4 们 罗 
是 使 
FCN) = 0 = PsNs 门 4 


成 立 的 集合 并 令 入 一 叫 和 N,, 则 pCN) 一 0, 而 且 
PN 一 Do. NN a < Dp. CON NAY = 0. 


可 见 pe 和 op 也 满 古 (4 4.1) 的 第 三 式 . 
定理 4. 4. 5CLebesgue 分 解 ) 对 于 v 有 限 测 度 空 间 5X ,多 :oa) 
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上 的 a 有限 符号 测度 p, 存在 o 有限 符号 测度 q: 和 gp, 使 分 解 式 
(4.4. 1) 式 成 立 , 而 且 这 样 的 分 解 是 惟一 的 . 
证 明 看 在 性 设 g 一 中 一 罗 是 的 Jerdan 分解 ; 则 p+ 是 so 有 
限 测 度 , 而 根据 C4. 1. 3) 式 的 约定 , # 是 有 限 测 度 . 因此 , 由 命题 
4.4.4 知 ; 存在 cc 有限 之 测度 多 和 gr 以 及 有 限 测度 gi 和 gi 使 六 
= pg Lp. 令 
= , P=- 
则 (4. 4.1) 的 第 一 式 和 第 二 式 成 立 . 设 NE 多 蚌 使 pi CN ) 一 0 一 
PFCV+) 的 集合 . 令 N 一 N+UN-, 则 jCN)=0, 卫 
zt 一 了 CN 站 NE SNS 2 0. 
由 此 可 见 对 任何 AE 多 ,有 (ANN =0. 因 而 
(gpIAANNY=9 ANN)— pANMN) = 0. 
于 是 ,由 引 理 4.4.1 得 二 (9+ 一 7) | pv, 即 (4.4. 1) 的 第 三 式 成 立 . 
惟一 性 对 ;一 1,2, 设 sc 有 限 符号 测度 多. 和 ,满足 
多 一 多 十 虽 Pe Eps pK (Cd.4. 27 
以 下 证 
Pt = Pe PO Pe (4.4.3) 
以 NiE. 多 记 使 ArCND 一 0 和 gs4mN3 一 0 对 每 个 4E 多 均 成立 
之 集合 . 令 入 一 NU Ni, 则 pCN) 一 0, 并 由 C4.4.2) 式 中 之 第 二 式 推 
出 
plANNI=0 (4.4. 4) 
对 每 个 4E .多 和 ;一 1,2 成 立 .另外 ,对 任何 AE ,还 有 
PANND = pAAN NYDN NY) 0; 
paAAN ND = pAN NY NM N= 0. 
于 是 ,从 (4.4. 4) 式 和 《4.4.2) 式 中 的 第 一 式 推 得 : 对 每 个 AE .有 
PA)= PAANN) = GANN) + oa ANN) 
=9ANN)D= PAANND T+ PA MN NY 
= PA (NN) = pol A)s 
PaA)— pANN =AN N+ PAN N) 
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=HAANN= 9 AN N+P A NN) 
= PA MN ND = pk). 
这 说 明 (4.4. 3) 式 成 立 ， 口 
经 过 简单 的 推导 不 难 证 明 , 定 理 4 4.5 可 以 写成 如 下 更 一 般 的 
形式 : 
推论 4. 4.6 对 于 可 测 空 间 (X,.F) 上 的 。 有 限 符号 测度 pg 和 
有 ,存在 两 个 c 有限 符号 测度 和 和 9 使 下 列 分 解 式 成 立 : 
FP 一 人 十 总 家 J 由 
这 样 的 分 解 是 惟一 的 . 
Lebesgue 分 解 可 以 用 来 解释 初等 概率 论 中 随机 变量 的 分 类 问 
题 . 设 了 是 概率 空间 (5X, 多 ,P) 上 的 随机 变量 ,其 概率 分 布 记 为 
PF!. 根据 定理 4. 4. 5,《 妇 ,< 铬 s》 上 的 概率 测度 PA :对 z 有限 的 工 测 
度 4 入 有 Lebesgue 分 解 式 : 
已 六 一 各 十 mi CA LA 


记 
D= {rz € Ri pl{x}) > 0}: 
fa(AY = HAANMND), YAE Fs 
各 一 太一 /ea- 
易 见 局 是 有 限 或 可 列 集 ,jnz 和 pis 都 是 有 限 测度 而 且 睫 一 各 十 pa- 对 
i 二 1,2,3, 令 二 CR) 和 
A/pAR), AR)>0, 


v, A(R) = 0, 
其 中 v 是 任 一 给 定 的 概率 测度 . 由 此 就 得 到 了 进一步 的 分 解 式 
PA 一 mp 十 ops 十 0 《4. 4- 5) 


这 个 分 解 式 有 下 列 特 征 : 

0) 对 i 二 1,2,3, 久 都 是 概率 测度 ， 

(2》 对 i=1,2,3, m0 且 gtaztas=1; 

《3) 当 mm 全 0 时 矶 < 冬 1 当 四 0 时 力 (DD) 一 1: 当 os>>0 时 肪 上 1 
但 对 任意 xER 均 有 加 ({z}) 二 0. 

和 大 们 正 是 以 分 解 式 (4- 4. 5) 作 为 随机 变量 分 类 的 依据 : 如 果 
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二 1, 称 fr.v. 了 为 离散 型 的 ;如 果 名 = 二 1, 称 tT.v. F 为 连续 型 的 ;如 
果 =1, 则 把 r. v. 了 称 为 奇异 型 的 . 
对 于 离散 型 r.v，f，(4.4. 5) 式 成 为 PA 了!'= 志 . 于 是 ,对 某 有 限 
或 可 列 集 避 有 (DD) 一 1. 记 DD 二 {risz2s'"'). 易 见 
(pr EP = 0) = Pz), 一 1 2 
完全 确定 了 概率 测度 PA!, 称 之 为 离散 型 +r.v. f 的 概率 分 布 .这 时 ， 
随机 变量 函数 期 望 的 计算 公式 53. 4. 1) 即 具体 化 为 
Elg -= Petr)p. 《4.4. 6) 


由 此 出 发 ,对 离散 型 r.v， 了 可 进行 初等 概率 论 中 所 做 过 的 各 种 计算 . 

对 于 连续 型 r.v. 了 ，(4. 4.5) 蛮 为 五 六 :一 六 而 多 安 久 于 是 .由 
R-N 定理 推 知 : 存在 L 可 测 函 数 p, 称 为 概率 密度 函数 ,使 对 每 个 
AE 名 :有 


Pre 4 一 (P 广 D(4) — BAD 一 | pz)dz. 
显然 ,上 式 等 价 于 : 对 任何 4,8bERR， 
Pla<f eb) = [pd (4.4.7) 


利用 RR-N 导数 存在 时 的 有 关 计 算 方法 (参见 习题 4 第 9 题 ) ,连续 型 
随机 变量 函数 期 望 的 计算 公式 (3. 4. 1) 成 为 
Ecg * 门 一 | scrpPGeodzr. 《4.4. 8) 


利用 C4. 4, 7) 来 定义 概率 密度 与 初等 概率 论 中 的 做 法 是 吻合 的 .如 上 岂 
说 有 差别 的 话 , 那 就 是 学 习 初 等 概率 论 的 时 候 . 我 们 还 不 知道 世 积 
分 ,只 能 把 碰 到 的 工 积分 都 当 作 Ricmann 积分 器 了 (根据 习题 3 第 
23 题 ,这 样 做 也 是 有 一 定 道理 的 ). 当然 ,在 哪里 要 想 严 格 证 明 
(4.4. 8) 式 是 完全 不 可 能 的 ， 

奇异 型 随机 变量 函数 的 期 望 值 虽然 不 能 用 初等 方法 计算 ,但 这 
类 和 随机 变量 确实 是 存在 的 ,例子 见 第 六 章 82 例 3- 

初等 概率 论 只 讨论 连续 型 和 离散 型 的 随机 变量 , 那 是 因为 我 们 
当时 的 知识 只 上 吏 处 理 这 两 类 随机 变量 . 客观 存在 的 随机 变量 当然 远 
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过 不 止 这 两 类 但 是 分 解 式 (4,4.5) 告 诉 我 们 : 任何 吨 机 变量 的 分 布 
都 是 连续 型 .离散 型 和 奇异 型 等 三 种 类 型 随机 变量 分 布 的 混合 . 
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条 件 概率 是 概率 论 最 重要 的 概念 之 一 . 本 节 的 目的 是 用 R-N 定 
理 来 给 出 条 件 期 望 和 条 件 概率 的 严格 定义 并 讨论 它们 的 性 质 . 设 
(于 ,多 .已 ) 是 一 个 慨 率 空间 , 了 是 它 上 面积 分 存在 的 随机 变量 . 又 设 
多 是 多 的 子 "“ 域 , 即 多 是 一 个 并 上 的 = 堪 而 且 各 二 到 . 对 每 个 
AEG, 令 
mA) = [faP. 
易 见 , 9 是 多 上 的 符号 测度 , 它 和 限制 在 多 上 的 测度 PP 之 间 有 关系 
Pp 家 P. 因 此 由 R-N 定理 知 ,存在 (X, 多 ,P) 上 a. s. 意义 下 惟一 的 可 
测 函 数 下 CF1 史 ) ,使 对 每 个 4 和 多 有 
Ya) = {EG)dP 
《这 个 可 测 亲 数 之 所 以 记 为 上 (fF | 多) 是 因为 它 既 与 有 闫 ,又 与 多 有 
关 ). 利用 ECfi 多 ) 的 性 质 , 便 可 以 把 条 件 期 望 和 条 件 概 率 公理 化 地 
定义 如 下 -. 
定义 4.5.1 设 了 上 为 概率 空间 (X, 包 .PP) 上 积分 存在 的 随机 变 
量 . 称 ECf | 多 ) 为 关于 多 的 子 o 域 多 的 条件 期 望 ,如 果 
C1) EC(f1| 罗 ) 是 (X, 多 ,P) 上 积分 存在 的 可 鸿 函 数 ， 
《2) 对 任何 4 所 宅 , 有 
| serlepaP 一 ar. C4. 5. 1) 
def 


P(A| 罗 ) 一 一 E (4 | 多 ) 称 为 事件 AE .FF 关于 子 o 域 窟 的 计件 概率 . 
如 果 g 是 (X, 泡 ,P} 到 可 测 空 间 (Y ,2 的 随机 元 , 则 分 别称 EC(f1g) 
ECflatg)) 和 PCAlg)-PCAloCg)) 为 随机 变量 关于 &g 的 


条 件 期 望 和 事件 AE 关于 有 的 条 件 概率 . 
正如 本 节 开 头 所 指出 的 , R-N 定理 保证 了 上 述 定义 对 象 的 存在 
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性 .由 于 条 件 期 望 和 条 件 概率 都 是 在 a. s. 意义 下 惟一 确定 的 ,所 以 
关于 它们 的 式 子 后 面 通 常 都 要 加 上 a. s. 的 字样 . 但 是 要 特别 注意 的 
是 ,这 个 a.s. 不 是 指 相差 元 中 的 零 测 集 , 而 是 措 相 差 史 中 的 零 测 
集 . 

通过 符号 测度 的 R-N 导数 来 定义 条 件 期 望 和 条 件 概 率 显 得 比 
较 抽 象 . 但 是 ,问题 的 本 质 不 在 于 抽象 本 身 , 而 在 于 抽象 得 合理 不 合 
理 . 为 此 ,让 我 们 通过 一 个 简单 的 例子 来 说 明 这 里 定义 的 条 件 概率 确 
实 是 在 初等 概率 论 中 学 过 的 条 件 概率 的 一 种 合理 的 抽象 . 

例 1 设 BEF 面 多 一 { 记 ,B,B', 苹 }, 求 事件 A4E 多 关于 名 
的 条 件 概 率 P(A | 史 ). 

解 根据 定义 , PCA1 名 ) 必 须 满足 两 条 ， 

Q) P(A| 多 ) 是 关于 多 可 测 的 

《2) 对 每 个 CE 多 有 

|.PcalsamdP = rap=Pcaanc) (4.5.2) 


不 难看 出 ,任何 关于 史 一 { 和 你 ,B, 末 ,和 :可 测 的 函数 具有 形式 afs 十 
br. 因此 由 条 件 5(1) 知 可 表 PC4| 史 ) 一 afs 十 pre， 其 中 c,5E 玉 待定 . 
以 PCA| 吕 ) 一 als 十 BITy 代 入 (4.5.2) 式 并 依次 取 C=B 和 和 C 一 , 便 
由 条 件 (2) 得 

aPtB) = P(ANM BY; bP(B) = P(ANM BD). 
沿用 初等 概率 论 的 符号 : 当 PKC)>0 时 ,把 事件 4 关于 事件 C 的 条 
件 概率 记 为 


PCalcy = PCA mc)/P《C)， 

我 们 就 得 到 问题 的 解 ; 
[A PCB) > 0, 
“la, P(B)—0 


oa 全 PCB > 0, 
a, P(B- 一 0， 
其 中 a 可 以 是 0 和 1 之 间 的 任意 一 个 数 . 
这 个 例子 说 明 , 事 件 A 关于 子 o 域 多 二 { 儿 ,B,B',X} 的 条 件 概 
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率 P(A| 多 ) 至 多 只 能 取 两 个 不 同 的 值 : 当 PCBE) 盖 0 时 . PC41 史 ) 在 
BB 上 所 取 的 值 正好 就 是 初等 概率 论 中 事件 4 关于 事件 B 的 条 件 概 
率 ; 当 P(B) 一 0 时 , P(A1 多 ) 在 B 上 所 取 的 值 是 可 以 随便 定义 的 ， 
由 此 可 多 ,定义 4. 5.1 既 保 持 了 与 初等 概率 论 中 对 事件 定义 条 件 概 
率 时 的 一 致 性 ,也 不 会 发 生 当 P(B)==0 时 条 件 概 率 无 法 定义 的 妨 粒 
局 面 . 从 这 个 角度 看 ,现在 的 定义 确实 是 一 种 科学 合理 的 抽象 - 

为 讨论 条 件 期 望 和 条 件 丢 率 的 性 质 , 需 要 引进 与 “条 件 ” 对 立 的 
独立 性 概念 . 这 个 概念 虽然 在 初等 概率 论 中 也 过 到 过 ,但 现在 需要 提 
得 更 一 般 些 . 设 14.ET)} 是 概率 空间 (X ,多 .P) 上 的 事 任 系 .如果 
对 任何 正 整数 上 和 任何 的 全 ACT ,有 


P| 所 4 = HP 

则 称 {Ai,tET} 蚌 相互 独立 的 , 设 1C 多 ,和 ET) 是 出 事件 系 组 成 的 
族 , 如 果 对 每 个 :ET 任 取 一 个 4.€ 4,, 事 件 系 {4.,t:E 人 耻 ) 是 相互 独 
立 的 ; 则 称 {ZC ,tE 丁 } 是 相互 独立 的 . 设 {f.,tET'! 是 随机 变革 
族 . 如 果 = 域 形成 的 著 (efF) .ET 是 相互 独立 的 , 则 称 { 太 ET) 
是 相互 独立 的 . 不 难看 出 , 当 了 是 一 个 有 限 集 时 ,这 里 定 文 的 事件 独 
立 性 与 初等 概率 论 中 的 是 完全 一 致 的 . 事实 上 ,这 里 关于 有 限 个 随机 
变量 独立 性 的 定义 与 初等 概率 论 也 是 一 致 的 . 有 关 详 细 情 况 将 在 下 
一 章 说 明 . 目前 只 要 用 到 下 列 简单 命 古 . 

引 理 4. 5. 1 设 随 机 变 基 f 的 积分 存在 .如果 a( 放 与 集合 系 
CC 多 独立 (这 时 也 说 成 随机 变量 了 与 集合 系 @ 独立 ), 则 对 任何 
44Ec 有 


ET4 = Ef * P(A). 
证 明 用 典型 方法 . 
条 件 期 望 的 有 限 运算 性 质 可 以 归纳 如 下 ， 
定理 4.5.2 设 f.zg 是 概率 空间 (和 ,多 ,P) 上 积分 存在 的 随机 
变量 , 多 和 so 是 多 的 子 o 域 . 
(1) 如果 了 关于 多 可 测 , 则 
(Fl — fa.s,. 


特别 地 ,如 果 <E 页 , 则 下 Ca|l 史 ) 一 “as.. 
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(2) 如果 了 与 多 独立 , 则 
EX 太史 ) = Efa.s.. 
特别 地 , ECf1{2,X}) 一 Ef a.s.. 
(3 如 果 多 忆 6; 则 
E[ECfI®) | 多 四] 一 EC = E[ECf|So) | a.s.. 
《4) 如 果 Fe a.s., 则 
ECf|%) 所 正 (12) a.s.. 
特别 地 ,|ECf1%) 所 ECIFIIS) a.s.. 
《5》 对 任意 的 ,只 ,如 果 aEf 十 bEg 有 意义 , 则 
Elaf + bg|%) 一 aE(f | + Eg IG) a,s.. 
证 明 证 明 总 的 精神 是 利用 定义 4. 5.1 和 积分 的 性 质 . 我 们 仅 
证 (2),(3? 和 (5), 而 (1 和 (4) 请 读者 作为 习题 自行 证 明之 - 
《2) 广义 实数 Ef 显然 是 关于 史 可 测 的 . 根据 引 理 4. 5.1 ,对 每 
个 4E 罗 叉 有 
Jar =E/L 一 Er ,Pa) = Pa. 
此 ,EY 满足 定义 4,5.1 对 于 (Ff1 多 ) 的 要 求 . 
《3) 由 于 下 (| 多) 关于 多 可 测 , 更 美 于 多。 可 测 , 用 (1) 于 知 (3) 
的 第 一 个 等 号 成 立 . 为 证 第 二 个 等 号 ,注意 ELECf |So) | 多 ] 关 于 多 
可 测 而 且 对 任何 AE 只 C 忆 SS。 有 


| ECECfIg) YJdP 一 | E(flg dP -| fdP. 
2 六 


(5) 外 于 aEf 十 5Eg 有 意义 ,所 以 af 十 bg 的 积分 存在 , 故 
Elaf 十 bg | 多 ) 有 定义 .注意 aE(f|) 十 bElg | 多 ) 关 于 多 可 测 而 且 


{ (af + bg)dP = | fdP 十 五 | gd 
Ja 5 4 
一 | .ECFlspaP 十 of ECeleodP 


一 Cewee) +iceleo)]daP 


对 每 个 AE 史 成立 , 即 知 aECf1 史 ) 十 6ELg1 史 ) 满 足 定 义 4.5.1 对 于 
Elaf+bg 1 多) 的 要 求 。 口 
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上 述 定 理 的 (4) 和 (5) 形式 上 是 期 望 算 子玉 前 有 限 运算 性 质 启 
条 件 期 望 E( .| 多 ) 的 推广 . 同样 ,期 望 算 子 己 的 极限 运算 性 质 也 是 
可 以 推广 的 . 
定理 4.5.3 设 {/.) 和 是 概率 空间 (X,. 名 ,P33 上 积分 存在 的 
随机 变量 , 多 是 .多 的 子 e 域 ， 
(1) (单调 收 策 ) 如 果 0 委 广 4 人 as , 则 
OE(,|S) 4EC/|S) a.s. 
(2》(Fatou) 如 果 所 关 0 a.s. , 则 
Edlim inff,|%) <& lim infE Cf |) as 
(3) (Lebesgue) 如 果 1f.| 之 gE 对 每 个 mn 二 :,2,… 成 立 且 
lim/ = 了 a.s. , 则 
limECf,] > 一 ECAIsz) a.s.. 
证 明 (1) 之 证 : 由 于 limE( 记 | 和 多) 关于 党 可 测 , 故 利 有 
敏 定理 立 得 : 对 每 个 AE .有 
] .amEcPlszpdaP 一 lim| Ech, isodP 


单调 收 


(2) 和 C3) 的 证 明 类 似 ,请 读者 自 为 之 . 
下 面 再 证 明 条 件 期 望 的 一条 重要 性 质 . 它 实际 上 是 定理 4. 5.2 
(1) 的 一 个 推广 . 之 所 以 留 到 现在 才 证 ,是 因为 证 明 过 程 要 由 到 定理 
4.5.3. 
定理 4.5.4 设 f,g 是 概率 空间 (X,Y,P) 上 的 随机 变 绒 , 
和 fg 的 积分 存在 而 且 g 关于 .9 的 子 4 域 ‘9 可 测 , 则 
E(fg S$) = gEC(fIS) a.s,. (4, 5. 3》 
证 明 ” 先 考 虚 .>0 a. s. 的 情形 .这 时 容易 验 让 (4.5.3) 式 对 多 
中 集合 4 的 指标 函数 g 一 Ta 是 成 立 的 . 由 此 出 发 ,用 典型 方法 (这 时 
要 用 条 件 期 望 的 单调 收 伍 定理 ) 容 易 推 出 4. 5. 3? 式 对 一 切 非 负 终 
可 测 随机 变 甚 & 成 立 . 由 于 fg 的 积分 存在 ,故此 时 EC 一 
ECfg > 有 意义 .于 是 用 定理 44.5.2 之 (5) 即 得 
EcCfgl%)—= El(fgt 1) 一 Cg |%) 
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= g!'E(FIS) —g  E(fFIY) 
= gE(f|S) a.s., 
可 见 (4.5. 3) 式 成 立 ， 
再 考虑 了 是 一 般 随 机 变 基 的 情形 . 由 于 
(fa t= figt+ ff 8, (fg 一 十 
而 且 fg 的 积分 存在 . 故 
Emnt gt gy Pg I Ey 
这 说 明 
Ecfig) 一 下 人 5) 
二 
=E(fret+/f ge )— Ee + /ae') 
有 意义 . 利用 定理 4.5.2 之 (5) 和 刚才 对 f 之 0 a. s. 时 得 到 的 结论 ， 
便 得 
ECAg1 多 0) 一 下 (六 8| 史 ) — EC gl) 
一 EECF+ | 多 ) — gE(f” |%) 
= EES) as ， 
即 (4.5.3) 式 成 立 。 加 
内 为 条 件 概 率 是 通过 条 件 期 望 定义 的 ,所 以 由 条 件 期 望 的 性 质 
自然 而 然 地 也 就 得 到 了 条 件 概率 的 性 质 . 
推论 4.5.5 条 件 概率 具有 性 质 : 
(1) 对 任何 4,8BE€.% 且 ACB 有 
0 一 PD | 区 ) P(ANG) 
PBIG) EP(XIIB) = 1a.s.: 
(2) 对 于 (时 ,多 ) 的 任 一 可 列 可 测 分 割 14,} 有 
P[ U4.1%) = DPANG) a.s.. 
= | 
证 明 咯 ， 口 
条 件 概率 的 性 质 ,除了 带 着 一 个 a.s. 的 尾巴 以 外 ,与 概率 测度 
的 性 质 完全 一 样 . 这 样 就 产生 了 一 个 很 自然 的 网 题 : 对 于 概率 空间 
(X77 ,TP) 上 给 定 的 于 4a 域名, 是否 存 在 一 个 二 元 函数 
Puss iPotr, A rE KAE TF) 
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使 得 ， 
(1) 对 每 个 固定 的 zEX,Pa (xz,*) 作 为 上 的 函数 是 
《X,Y 上 的 概率 测度 ; 
{2) 对 每 个 固定 的 AE€. 久 ,Ps(，,4) 作 为 天 上 的 函数 是 和 4 关 
于 多 的 条 件 梳 率 , 即 Po(，,A) 关 于 哆 可 测 而 且 
Pa mn 2 一 JP2 ddP, VBE 


如 果 有 ;就 把 该 函数 称 为 关于 多 的 正则 条 件 概率 . 正则 条 件 概 率 的 
存在 与 否 虽 然 是 一 个 很 有 意义 的 问题 ,但 是 ,我 们 将 不 对 它 作 一 般 性 
的 探讨 ,而 只 考虑 一 个 特殊 情况 . 这 个 特殊 情况 并 不 要 求 上 面 的 (1) 
和 和 (2) 对 所 有 的 AE 多 ,而 只 要 求 它们 对 与 某 个 随机 变 址 有 联系 的 
部 分 4EE 名 成立 、 

定义 4.5.2 设 / 是 概率 空间 (X ,人 ,已 ?上 的 随机 变量 , 风 尾 
一 个 子 o 店 . 称 二 元 函数 


dcf 


re，) {Fnw(xsa): x E Xa ER} 
为 f 关 开光 的 正则 条件 分 布 沟 数 , 如 果 它 满足 : 
(19 对 每 个 zxE 叉 .FjzCx，- ) 是 一 个 分 布 函 数 ， 
(2) 对 每 个 aER,Fns(*， ,a) 是 事件 {/ 所 4a} 关于 多 的 条 件 概 


率 . 

定理 4. 5.6 任何 随机 变量 了 关于 任何 子 c 域 多 的 正则 条 伴 分 
布 函数 存在 - 

证 明 设 避 是 KR 中 的 有 理 数 集 .对 每 个 "EQ, 取 定 久 上 的 -个 
实 值 函数 GCC .r) 使 

GCC = POF 委 | 名) ) as 
再 令 
Ws Uz ERX: GT) > Grr2)}, 


Ns = {rE€ X; limG(rsrt 1/n) A Gr)}, 
EQ A 


Ni—={r EX: lmGern) 天 1} 
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U {zr € X: limG(r, 一 站 天 0 

及 N= 二 NiU NsU Ns, 则 由 定理 4.5.3 和 和 推论 #5.5 知 NE 有 H 
P(N) 一 0., 再 对 每 个 a€ 民 , 令 
inf{G(z rs: rE Q,r>a),， XIN, 
五 (e)， rxE€EN, 
其 中 五 是 任何 一 个 分 布 阻 数 .不 难看 出 ,这 样 定 义 出 来 的 
Fnwel，，* ) 就 是 了 关于 泡 的 正则 条 件 分 布 函 数 . 口 

设 Fre(。，*，) 是 随机 变量 了 关于 子 c 域 字 的 正则 条 件 分 布 函 
数 . 对 每 个 E 矶 ,以 rrief(z,  ) 记 由 下 rz ，) 导 出 的 L-S 测度 ， 
则 


neroa) 一 { 


ppm, ~) -< {pe (TB x E XB E Hr} 
也 是 一 个 二 元 函数 ,满足 ， 
(1) 对 每 个 TEXK,pjw(z，* ) 是 Bn 上 的 测度 ; 
(2) 对 每 个 EE Bes pions (* 8) 是 多 可 测 函 数 ,而 且 对 每 个 
AAEB 有 
Po N A = | pnt BYdP, 


这 个 pe(" ，* ) 称 为 了 美 于 多 的 正则 条 件 分 布 . 由 于 任何 随机 变 
大 关 于 任何 子 " 域 的 正则 条 件 分 布 函 歼 存在 ,所 以 对 应 的 正则 条 件 
分 布 也 存在 .这样 的 结论 有 什么 用 呢 ? 下 面 的 定理 说 明 , 正如 期 望 是 
分 布 函数 的 L-S 积分 一 样 ,条 件 期 妄 也 可 以 表 成 正则 条 件 分 布 函数 
的 LS 积分 . 在 定理 的 般 运 和 证 明 中 ,为 了 把 训 测 空间 { 吕 ,和 ,的 
积分 变 证 标示 清楚 ,我 们 用 了 文献 中 常见 的 另 一 种 积分 记号 : 
ff pa EE [fan 
我 们 也 变 用 到 对 准 分 布 函 数 严 的 L-S 积分 的 另 一 种 记号 ; 


ff eee jar. 


定理 4.5.7 以 Fjs(*，* ) 记 随机 变量 了 关于 子 o 域 多 的 正 
则 条 件 分 布 函 数 , 则 对 任何 Borel 可 测 函 数 g. 只 要 Eg(f) 有 意义 ， 
就 有 
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EEC z= | grr ne ,dy) 
= etwasdy) as (4. 5.4) 


特别 地 ,我 们 有 
ECrlo)(.) 一 fr A 


= f ynet sdy) 六 (4.5.5) 


证 明 从 正则 条 件 分 布 浮 数 的 定义 不 难看 出 ,《4. 5. 4) 式 当 g 一 
7“ 中 时 是 成 立 的 . 由 此 出 发 ,用 命题 1. 2. 4 又 容易 证 明 (4. 5, 4) 式 
对 任何 4E 吨 s 的 指示 函数 g 一 Ts 成 立 . 再 对 g 用 典型 方法 就 可 以 得 
到 定理 的 结论 . 

设 了 是 概率 空间 (XX, 多 ,P) 上 的 随机 变量 , 凋 g 是 (X,., 呈 ) 到 
可 测 空 间 (Y ,9 的 随机 元 , 考虑 了 关于 g 的 条 件 期 望 ECf 1g). 由 定 
义 , 它 满足 下 列 两 个 条 件 : 

(1) EC(f ig) 关 于 alg) 可 测 ; 

(2) 对 每 个 AEolg) 有 

| ae — ECwleodP. 
根据 定理 1. 5.4, 条 件 (1) 意 味 着 存在 (Y, 人 9) 上 的 可 测 函 数 使 得 
EC(flg) 一 hlg). 叉 注 意 vlg) 一 {g”'B: BE 5} ,根据 定理 3. 2. 10， 
条 件 (2) 又 可 以 写成 : 对 任意 BE 有 


apP= ,EdledP =| ,haydP 


— fac Pe ay). 


由 于 ECf/'g) 在 相差 一 个 ol(g) 上 测度 PP 的 零 测 集 的 意义 下 是 惟一 确 
定 的 ,所 以 有 在 相差 一 个 9 上 测度 Pg “的 零 测 集 的 意义 下 也 是 惟 
一 确定 的 . 由 此 产生 了 下 列 定义 . 

定义 4.5.3 可 测 空间 (Y, zz) 上 的 可 测 医 数 ECFijg 一 。) 称 为 
了 关于 g 的 给 定 值 的 条 件 期 望 ,如 果 对 任意 BES 有 
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| fae= | Ele = YPe Vd. 4.5.60) 
显然 ,定义 中 的 El(f1g 一 ，) 就 是 前 面 的 那个 h(。), 写 成 现在 
这 个 样子 只 是 大 们 的 一 个 习惯 .从 定义 4.5.3 出 发 , 沁 件 4 关 填 g 
的 给 定 值 的 条 件 构 率 自然 而 然 地 应 定义 为 
PilAlg = Eg = ». 
不 难看 出 , 当 g 是 -一 个 随机 变 基 时 ，(4. 5. 6) 式 就 变 成 
人 ,far = [ECs ~ ridy) 
de! B 
对 每 个 吕 E 光 3x 成立, 其 中 gg 一 Fs. 特别 地 , 当 g 是 一 个 离散 型 随机 变 
量 , 其 取 值 和 取 值 概率 分 别 为 {a1,az,'…} 和 ips 一 P(g 一 an) >0,n 二 
152,…} 时 ,对 任何 AE.W 有 
PC4IE = an) 一 人 (4.5.7) 
当然 ,还 可 以 定义 r.v， 了 关于 随机 元 g 的 给 定 值 的 正则 条 件 分 
布 函数 和 r.v. /关于 g 的 给 定 值 的 正则 条 件 分 布 . 我 们 仅 把 后 者 的 
定义 列 于 下 面 . 
定义 4.5.4 二 元 函数 pri -7pms(y,B): yEY,BE 
Ba} 称 为 +.v. 关于 随机 元 g 的 给 定 值 的 正则 厅 件 分 布 ,如 果 
01) 对 每 个 yEY ,nly，* ) 是 用 ?上 的 测度 ， 
C2) 对 每 个 BE 宏 sy pre(，,B) 是 广 'B 关 于 gg 的 给 定 值 的 条 件 
概率 . 即 它 关于 2 可 测 到 对 每 个 4E 2 有 
PCFTIB) NN (871A)) 一 nn 人 BadPe 
利用 定理 4. 5.6 和 定理 4. 5.? 容易 得 到 
推论 4. 5.8 ”任何 随机 变革 f 关于 任何 随机 元 g 的 给 定 值 的 正 
则 条 性 分 布 py.a《*，，。) 存 在 ,而 且 对 任何 Borel 可 测 虞 数 太 ,只 要 
Eh(f) 有 意义 ;就 有 
EC lg =*) = [hr sdy) as 
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1. 设 2 是 可 测 空间 (X, 安 ) 上 的 符号 测度 . 如 果 存 在 测度 上 和 
使 * 一 z 一 那么 六 和 "是 否 惟 一 ? 

2. 设 > 是 可 测 空 间 (X, 空 ) 上 的 符号 测度 . 证明 

(1) 如 果 {14- 拒 史 ,一 1:2，) 满 足 4o4+ 4, 则 

limP(4) 一 4 

(2) 如 果 {14E 多,n 一 1,2,…} 满 足 4.4 4 且 1MK4D)1<ce 则 

limgeA) —¢A). 

3. 证 明 (4. 2.7) 式 中 的 第 二 式 . 

4. 设 pg 一 pt 一 是 符号 测度 9 的 Jordan 分解. 试 证 明 : 如 果 存 
在 测度 py 使 Y 一 A 一 小 则 pt 入 pg 才 y. 

5. 设 iya) 是 非 0 的 有 限 测 度 列 .证明 : 存在 有 限 测度 上 使 对 每 
个 nn 二 1,2,-… 有 pm 多 pe 

6， 对 任何 符号 测度 9 和 $, 下 列 说 法 等 价 : 

01) 9 $s 

(2) pps 

C3) 对 任何 AE.F ,有 |$1(4A) 一 0 一 AD 一 0- 

7. 设 89 和 #8 是 可 测 空 间 (X ,3 上 的 符号 测度 而 且 g 字 $$ 证明: 
如 果 9p 是 有 限 的 符号 测度 , 则 对 任 给 e>>0, 存 在 5>>0 使 只 要 AE.F 
满足 |#$| C4)<<3, 就 一 定 有 |g|(4)<<s. 如 果 8 不 一 定 有 限 ,上述 结 论 
是 否 仍 然 成立 ? 

8. 设 v 和 是 可 测 空 间 (X, 入 ) 上 的 gc 有 限 测 度 . 证明; 站 果 
v 安 p; 则 对 任何 可 测 孙 数 f, 只 要 下 式 的 一 端 有 意义 时 , 它 的 另 一 并 
也 就 有 意义 并 二 等 号 成 立 : 


9. 设 p 是 (X, 多 ) 上 的 符号 测度 ,v 相 是 o 有限 测度 而 且 
9 < 所 >" 安 pyz. 证 明 ; 
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dp _ dp. dr 
dp dv dr 


10. 设 v 和 是 (X,.F) 上 oo 有限 测度 且 vp. 证明; p<&v 当 且 
仅 当 号 >os。 ,此 时 有 比 =1/ 影 a.。. 

11. 证 明 导 数 的 运算 法 则 : 

所) 如 果 pg 和 py 分别 是 可 测 空 间 (X,.PF) 上 的 符 导 测度 和 4 有 
限 测 度 世 yg 安 y; 则 对 任何 a 所 情 有 


dlapD) _ ,dp 
dx de 


2》 如果 8g 和 名 是 可 测 空间 (X,- 灾 ) 上 的 符号 测度 ,是 o 有限 

测度 而 且 osg < 所, 则 有 
法 = 秩 ths a A 
12. 设 各 ,wa 和 v 都 县 可 测 空 间 (X, 名 ) 上 的 测度 . 证明: 
A Lvov 和 pr 

13. 证 明 推 论 4. 4. 5. 

14, 分布 函数 下 称 为 绝对 连续 的 ,如果 存 在 Lebesgue 可 测 函 数 
户 使 


i 


ECz) = [ped 


对 每 个 xzEER 成 立 ; F 称 为 离散 的 ,如 果 存在 有 限 或 可 数 的 {es€ RR， 
PE Rt)} 使 
开 (z) 一 Dp 


本 
对 每 个 >E 玉 成 立 : F 称 为 奇异 的 ,如 果 下 对 应 的 LL-S 测度 对 于 
Lebesgue 测度 奇异 而 县 

F(z) 一 天 (一 0 一 人 
对 每 个 x€ER 成立. 证 明 : 对 任何 分 布 函数 FF, 一 定 存在 绝对 连续 的 ， 
离散 的 和 奇异 的 分 布 函数 下. ,Fs 和 F, 以 及 满足 a 十 a 十 a 一 1 的 非 
负 实 数 a. yas 和 a, 使 分 解 式 

下 一 eeFe 十 ads asF, 
成 立 . 上 述 分 解 在 下 列 意义 下 惟一 : 满足 a 十 a 十 2, 一 1 的 非 负 实 向 
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基 5asazra0 和 准 一 :如果 2 一 0,as>>0 或 ao0, 则 对 应 的 下 Fe 或 下 
惟一 . 
15， 设 离散 型 随 视 变量 上 只 取 有 限 个 值 1,…,= 县 
PU-=D) -= Pon 


写 出 它 的 分 布 消 数 . 

16. 证 明 离散 型 随机 变量 函数 期 望 的 计算 公式 (4. 4. 6). 道 过 离 
散 型 随机 变量 的 概率 分 布 , 写 出 它 的 期 望 和 方差 的 计算 公式 . 

17. 证 明 : 六 上 的 Borel 可 测 函 数 p 是 某 一 个 连续 型 随机 变量 
的 密度 函数 当 且 仅 当 它 满足 ， 

{1) 对 工 测度 而 言 , p 之 0 a.e.; 

《2) zerodz=1 

18. 证 明 连 绪 型 随机 变 甚 菌 数 期 望 的 计算 公式 (4. 4. 8). 通过 连 
续 型 随机 变量 的 密度 函数 , 写 出 期 望 和 方差 的 计算 公式 . 

19. 设 (4 是 项 率 空 间 (X, 宛 .P) 的 可 测 分 市 . 令 多 一 
gl{4.)) ,对 任意 AE , 求 PCA | 加 ). 

20. 完成 引 理 4. 5. 1 的 证 明 . 

21. 完成 定理 4. 5.2 之 (1) 和 (4) 的 证 明 . 

22. 设 了 EZL(X,.F ,PP) ,9 是 子 a 域 .证 明 : gELCX, 儿 ,PP) 使 
EC(f 一 g)* 达到 极 小 当 且 仅 当 8 一 已 CA 人) 

23. 证 明 (4. 5. 7) 式 . 

24. 设 GC*) 二 {G(r); rEQQ} 是 定义 在 有 理 数 集 上 的 单调 节 
数 , 即 对 任意 满足 i 护 ry 的 risrsE 旭 有 GOD 所 Gry). 又 设 

limGcoD 一 15 limGC— ny = 0 
limG(r + 1/n = Gm), YregQ. 

对 每 个 xER, 令 让 (Zz) 一 inf{G(7); rEQ;r 之 +). 证明; 是 一 个 分 
布 函数 - 

25. 证 明 : 定理 4. 5.6 证 明 过 程 中 的 Fjis(* ,，* ) 确 是 随机 变革 
了 关于 多 的 正则 条 件 分 布 函 数 ， 

26. 证 明 推 论 4. 5. 8. 
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27. 设 fg 是 概率 空间 (XX, ,Py 上 的 随和 机 变 基 ,多 是 多 的 子 
= 域 . 又 设 1<<p,4 一 "满足 亡 十 站 一 1 证明 下 列 Halder 不 等 式 万 
Eclfgll®) < EPC?|G) :EW™(lgI IS)a.s.. 
28. 设 fg 是 概率 空间 CX ,FF ,P》 上 的 随机 变量 , ,2 是 多 的 子 
> 域 . 又 设 1 过 co. 证 明 下 列 条 件 Minkowski 不 等 式 成 立 : 
E'?(|f + gall SCE"?S) 十 ECig 人 | 区) as 
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若干 个 可 测 空间 相 玲 即 构成 及 谓 的 来 积 可 测 空 间 . 本 章 特 讨 沦 
在 有 限 维 来 积 空间 上 上 如何 通过 转移 画 数 产生 测度 ,在 可 列 维 飞 积 空 
闻 上 zt 如 何 通过 概率 转移 画 数 产生 概率 测度 和 在 任意 无 穷 维 区 和 空间 
上 如 何 通 过 相 容 的 有 限 维 分 布 族 产 生 概率 测度 . 概 六 论 中 的 随机 向 
量 和 随机 过 笃 午 重要 概念 郝 与 生 积 空间 有 关 . 


$1 有 限 维 乘 积 空间 


1 有 限 个 集合 的 乘积 
设 (也 光一 1 对 是 ma (ez2 是 一 个 正 刺 数 ) 个 非 空 集合 . 我 们 
将 把 集合 
下 和 至 
让 


称 为 这 个 集合 的 乘积 . 沿用 第 一 章 的 称呼 ,每 一 个 X; 都 叫做 空间 ， 


下 六 则 称 为 乘积 空间 ., 注意 ， 乘积 空间 的 元 素 是 由 每 一 个 空间 Xi， 


1 


的 元 素 zx 依次 排列 起 来 的 n 维 向 量 Czri,…,z,). 因此 , 莱 积 宝 间 


开 成 到 茶 空间 0 的 喘 射 /是 一 个 取信 于 咏 的 元 函数 


7 一 ) 一 {fr Tr) TE Kak = 1 ,nA), 


而 内 空间 如 到 乘积 空间 订 X, 的 且 射 g 则 是 由 个 映射 
{gs = gia) = {gr}: WE DQ), k= 1 nn} 
组 成 的 向 者 g 二 (gg&1). 
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2. 有 限 个 可 测 空间 的 乘积 


设 1CXiw) ,一 1,-…,n} 是 可 测 空间 .那么 称 


SE {Tas A € F1, k= ln) 
a 


中 的 集合 为 由 { 史 ck 一 1,…,2) 确 定 的 可 测 矩 形 ; 称 由 包 生成 的 = 
域 


IT 全 vc 
性 


为 { 呈 wk 一 1 的 乘积 , 称 


( Lx?) 
为 可 测 空 间 { (X43 如 4) :二 二 1 ,rn} 的 莱 积 . 特别 地 , x 个 相同 的 可 
测 空 间 (X ,和 7? 的 乘积 室 间 将 记 为 (站 "到 7) 
命题 5.1.1 之 是 半 环 而 且 下 [ Xi€ 多. 


证 明 只 需 对 = 一 2 的 情况 来 证 (一 般 情 形 的 证 明 实 质 上 -一 样 ， 
只 不 过 写 起 来 麻烦 一 些 就 是 了 ). 此 时 ， 
多 二 {AL X A1: A € F 1A € 2}. 


注意 到 
A=AXA,B=BxX BE 
—ANMB= AN BB) XxX af Bi) EB, 
即 知 儿 是 x 系 ,又 由 于 
A=AXAESR,B=-BxBEBHEADB 
一 对 i 二 1,2 有 4A; 活 B, AN\B, EE .7,, 
即 知 41X CAs\Ba) EE 区 和 (CA1\B1)X Bs€ 名 不 交 且 
A\B = [A X As\B)]U [CANB) x Bs]. 
这 说 明 多 中 集合 的 真 差 可 以 表 为 它 里 面 两 个 不 交集 合 的 并 . 因此 ， 


多 是 一 个 半 环 , 又 易 见 I XE 多 . 
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3. 羔 积 空 则 的 映射 


对 每 个 =1,… sx, 把 从 业 积 空间 到 XX; 到 义 , 的 映射 
aT Tn) i 
称 为 了 [XX 到 Xi 的 投影 . 
命题 5.1.2 设 和 Xi, 字 4), 二 1,…,n} 是 可 测 空间 . 
QD 对 每 个 AT 投影 内 是 | 末世 ,Ts 到 (xs 
的 可 测 映 射 ， er 
2) HY 是 使 每 个 志 ,… ,mw 都 可 测 的 最 小 = 域 , 即 


位 2 ol Ul]. 
二 一 工 =1 
证 明 对 任何 二 1,.-…,n 和 和 任何 A4E. 入 ,有 
Er Tx: XAx IF 其 | 二: Tz. 4 
Fn 区 i 
由 此 得 0). 注意 (5. 1. 1D 式 还 说 明 轩 丰 1 4 忆 名 ,从 而 
4 


Um) Cap) = en 


ei 


另外 ,由 于 对 任意 (A1E .多 4, 上 一 1,…,R), 均 有 
[4 = 内 二 人 E ol U's) 人 

故 又 得 ee 站 

再 有 = cp 局 


it 
可 型 (2) 也 成 立 . 口 

利用 命题 5. 1. 2, 可 以 得 到 一 个 判断 从 可 测 空 间 到 乘积 可 测 空 
闻 的 映射 是 否 可 测 的 重要 定理 . 

定理 5.1.3 设 CD,z 和 (CCXo 史 昌 天 一 1 是 可 湾 空间 ， 
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而 了 = Ch, 扣 是 人 到 JXi 的 一 个 映射 . 则 了 是 (90,57) 到 


{ x 的 可 测 映 射 当 且 仅 当 对 每 个 二 1,…,wn， 所 是 
《8,5 ) 到 (Xi,. 忆 让 的 可 测 映 身 . 
证 明 注意 
il ,= fol 


由 此 定理 得 证 . 口 
投影 的 概念 可 以 一 般 化 . 对 任何 1 所 之 … < 各 生 ,我 们 将 把 遇 


身 
Th TI 一 《CA 

称 为 |] X; 到 上 X, 的 投影 . 不 难 验 证 
和 
因此 ,如 果 {CX ,= lo 是 可 测 空 间 ,作为 傅 题 5.1.2 和 
定理 5.1.3 的 推论 ,我 们 就 可 以 得 到 : 投影 映射 mm 是 从 


= (ms A ). 


(如 %. 芽 让 到 ( TXT 交 。] 的 可 测 映 射 

在 概率 论 中 , 肥 可 测 空 间 (X, 多) 到 乘积 可 测 窄 间 ( 和 ,222 的 训 
测 映 射 称 为 随机 向 量 或 维 随机 变量 . 定理 5. 1. 3 表明 : /一 c 六 ， 
…: 记 ) 是 一 个 随机 向 量 当 且 仅 当 它 的 每 一 个 分 量 广 ,… , 矿 都 是 随 
机 变量 . 
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4. 截 口 的 可 测 性 


任意 给 定 AC TIX 及 Gri TE 了 xX 区 站 Xx 


1 x+1 
中 的 集合 
人 1 CCx 
为 4 在 (zis-…,z) 处 的 截 口 . 设 f 二 fi,…,*) 为 ][ X: 到 集合 Y 
Re 


只 


的 映射 , 即 定义 在 J X， 上 取信 于 7 的 元 函数 , 任意 固定 1<i<n 


和 (zzDET 式 ， 


Ea 
7 Ta | 


作为 镜 下 的 x 一 i 个 变 元 的 函数 称 为 映射 在 Cx “0z) 处 的 截 口 - 
类 伏地 ,对 任意 固定 的 1 扫 所 二 二 在 委 呈 和 (za sz) 所 1X, 


都 可 以 定义 集合 和 映射 在 (zs ，…*zu) 处 的 裁 吕 ,只 不 过 表示 是 来 复 
杂 一 些 就 是 了 . 
定理 5.4.4 设 ((Xi,F2) ,二 1,… sn) 为 可 测 空 间 . 


(1) 任意 固定 1 入 名 之 < 名 Sn 和 (zx)E 上 Xi; 集合 
1 


def 
姜 记 中 
len 
i 


各 人 Ee 在 Cz， ,x ) 外 的 截 口 是 多 |... 一 一 
的 集合 

(2) 对 和 枉 意 固定 的 1 所 过 < nn 和 (zamyzu)c 下 和 oo， 

乘积 可 测 空 间 | 代 X, ]T 上 的 可 测 函 数 了 在 cr,… ,x4) 处 的 
ii 


截 口 是 多 |...4 可 测 函 数 . 
证 明 还 是 只 对 = 一 2 的 情形 来 证 明 . 对 任意 的 AE. 久 1X 久 。 
和 元, 需 证 
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Als = {zr € 大: Ctra) E A} E Fs. 《5.1.2) 
记 S={4€ FXFs: A EF 当 4 一 4x4 且 4 到 和 As 
所 到 ， 时 ,我 们 有 
pe 2 全 
BE FR KA, 
因此 节 忆 多 . 另 一 方面 ,注意 对 任意 A4CXIXX, 有 
在 | 一 《4 


而 对 任意 { A.CXX1 XXiin=1,2,*…}, 又 有 
(Ua) | Us, 
即 知 全 是 一 个 so 域 , 故 Dol( 包 ) 一 多 1X.2. 这 征明 了 (5.1.2) 式 . 
同 理 可 证 
4 一 (EX KZzirza) €E A} E 多 


从 而 定理 的 结论 (1) 成 立 . 由 已 证 之 忆 ) 易 见 对 任何 4€ .1 XX 六;， 
了 二 I 之 截 口 可 测 . 再 利用 典型 方法 即 可 证 得 (2). 站 


5. 二 维 疙 积 可 测 空 间 上 的 测度 


我 们 将 讨论 在 二 维 乘积 可 测 空间 上 如 何 通 过 测度 转移 函数 来 建 
立 测 度 . 只 要 二 维 的 情况 讨论 清楚 了 ,就 不 难 把 所 得 到 的 结果 推广 到 
一 般 的 有 限 维 乘积 可 测 空 间 上 去 . 

定义 5.1.1 和 定义 在 名 xx 多 上 的 广义 实 值 油 数 记 称 为 是 从 可 
测 空 间 CQ,5 到 (XX,.97) 的 测度 转移 函数 或 简称 装 称 函数 ,如 果 它 
满足 下 列 条 件 : 

《1) 对 每 个 wEQ,plw,*，) 是 .上 的 测度 ; 

(2) 对 每 个 4 所 多 ,让 ,4) 是 上 可 测 函 数 ， 
如 果 存 在 一 个 有 多 的 可 测 分 割 14.} 使 得 (o,4.J< co 对 每 个 w 后 用 
及 每 个 ”一 1,2,… 成 立 , 称 该 转移 函数 是 c 有 限 的 . 如 果 对 每 个 “所 
如 均 有 po,X) 一 1, 称 户 是 概率 转移 函数 . 

转移 函数 这 类 东西 大 家 并 非 没有 见 过 . 事实 上 ,只 蔓 考 查 一 下 第 
四 章 8 5 的 定义 就 可 以 厦 出 : 那里 的 正则 条 件 概率 正 是 一 个 从 可 测 
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空间 (X,5) 到 (XX ,多 ) 的 概率 转移 函数 ! 当时 的 问题 县 : 给 定 一 个 概 
率 空间 CX,. 六 ,Py 和 一 个 子 s 域 加 ,是 否 存 在 一 个 慨 率 转移 函数 ( 正 
则 条 件 概 率 )p 使 之 满足 一 定 的 条 件 . 而 现在 要 考虑 的 则 是 : 对 于 给 
定 的 测度 空间 《Xi ,多 :Am 和 从 (Xi 多 到 可 测 空间 (和 sa ,多 2 的 转 
移 孙 数 z, 是 否 能 在 乘积 可 测 空间 (XXX:, 多 X .多 上 产生 一 个 
测度 ? 这 个 问题 的 回答 见于 面 的 定理 5. 1. 6. 

引 理 5.1.5 如 果 户 是 从 可 测 空间 (X: ,多 到 可 测 空间 (X: 
多) 的 so 有 限 转移 画 数 , 则 对 任何 (X:XX:, 多 :xx 全 ?上 的 非 仙 可 
测 函 数 ,函数 


def 
gr 全 | fer pC des) 
2 


是 (Xi ,多 1) 上 的 可 测 函 数 . 
证 明 采用 典型 方法 ,只 需 证 明 对 任何 4E.,X 多; 函数 


Sr 6) 一 上 mc za) ps dre) 


= {Ta Cp dz:) 
2 


= pC ,4j.) 
是 多 可 测 的 (请 注意 ; 据 定理 5. 1.4, 4 在 EX 处 的 截 口 4 
属于 全 :因此 41. 一 (41,,: EX,} 是 一 个 定义 在 XX 上 , 取 值 二 
也: 的 画 数 ). 因 pp 是 co 有限 的 , 故 存 在 多, 的 可 测 分 割 14,), 使 得 


5Cr JJ<coo 对 每 个 zx,€E XX, 和 每 个 4 二 1,2,… 成 立 . 表 

gas) = pA IN Ua)) = DPA N 4 
易 见 : 为 证 gj,《，) 可 测 , 只 需 证 , 对 每 个 n=1,2,…,pC*,(A1.) 
4 可 测 . 这 表明 ,我 们 只 需 在 plz1,4) 过 对 每 个 x EX 都 成 立 
的 假设 下 来 证 明 p(t，,Ai. ) 关 于 久 , 可 测 . 首先 注意 

4 FX 7: p(' A) 是 .F; 可 测 烟 数 ) 
是 一 个 4 系 . 其 次 注意 当 4 一 4x4: 且 如 GE 宅 : 和 4sE 多 = 时 ， 
PlsAl. Y= pers ADTA CY) C5. 1.3) 


为 ,可 测 , 从 而 
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FDOD= {A X Ac: Ai E FAs EF,). 
主 旦 ,由 定理 1. 3.5 和 命题 5. 1. 1 有 妈 知 在 上 述 假设 下 pct* ,341.) 关 
十 多, 可 测 .。 口 

下 面 来 回答 前 面 的 问题 . 为 了 避免 在 累 次 积分 时 使 用 过 和 多 的 
{ } 号 ,再 介绍 一 个 文献 中 常用 的 符号 : 对 (XX ,91) 上 的 测度 各 ,如 
下 式 右 端 有 意义 , 则 记 
| acazp7 rmszopcnsdzo 


ae 和 evaopkm da nde). 
xX) Xa 


定理 5.1.6 给 定 共 可 测 空 间 (CXi, 多 到 (多 2 的 有 限 转 


移 王 数 p. 
51》 对 (Is) 上 任何 测度 pm, 存 在 习 积 空间 (XX Xi,. 祈 XX 
: 久 , 上 的 测度 ,使 对 任何 LE 多, 和 As 所 访 , 有 


As X 4 = | poms A mdm)s 《5.1.4) 
(2) 如 果 CXiX Xss1X.F ss1) 上 可 测 炒 数 了 的 积分 存在 , 则 
fo fa = adr) Aerozpptzraro (5.1.5) 
A 这 光 


53] 如 pn 是 o 有 限 的 , 则 使 45. 1. 4) 式 成 立 的 测度 惟一 而 且 o 
有 限 . 
证 明 根据 引 理 5.1.5, 对 任何 和牛 .多 : 宛 。 可 以 定义 
4 = | peri dl mcd). 


利用 鹤 口 狂 质 (参见 习题 5 之 第 ?2 题 ) ,容易 证 明 p 是 测度 . 利用 
《5.1. 3) 式 又 容易 证 明 ”满足 (5. 1. 4) 式 . (15 得 证 . 

以 A 记 由 所 有 使 (5. 1.5) 式 成 立 的 非 负 可 测 函 数 组 成 的 集 
合 . 容易 证 明 .Kt 是 一 个 非 负 通 数 的 单调 类 - 此 外 , 当 了 一 天 而 4E 
:1X 匹 ;时 ,由 py 的 定义 知 


fo fap= pcb = [peri al Va dr) 
和 六 
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— [md Te, ccppceordzoy 

x Xe 

= | dd), Ta se p ledes) 
XL x 


= [mded) ,fri pledzs), 
A xX» 
可 见 I4€ NH, 这 说 明 (5.1.5) 式 对 所 有 非 负 可 测 函 数 了 成 立 ( 定 理 
1. 5. 5). 于 是 ,对 任何 可 测 函 数 了 ,有 
[ fidx= | “cde)| ft (ri za) p(T dr,). 
Kx x x 
C5.1.6) 
如 果 的 积分 存在 .无 妨 设 |， 。 广 dx<co, 则 记 
水 至 {a Ex: f Cz)p dry < oo), 
由 引 理 5.1.5 和 《5.1.6) 式 就 可 以 推出 A1E 久 1 和 ntA1) 一 0, 人 也 而 


J ,fae= fr dn— | fdr 
ey 二 a 


= acdz) | Ff Cevzaopcn dry 
xX! Xs» 

一 上 AcdazD Cr za) pr der) 
区 


cd | f+ rsr)p Crdrz) 
4 Xs 
-| mda) 六 Cri ra pri drs) 
站 村 
={ {ff Gaze) prdrs) 
2 Ta 


过 


— {frr ptrdr)) dr) 
J 


一 人 da), Fensan pledes) 
E 


Ep 
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一 人 acd Fens pds). 
a 


可 见 C27 也 成 立 . 

如 果 和 $$ 均 gg 有限 , 则 取 (Xi, 六 1) 的 可 测 分 割 (A41.,) 和 
Xz) 的 可 测 分 割 {A2n) ,它们 分 别 使 pm (41,n) 过 吕 对 每 个 n= 二 1， 
2 成 立 ，p(zi:Az.n) 忆 oo 对 每 个 xz.E XI 及 m 一 1,2,-… 成 立 . 对 每 
个 mms[ 一 1,2,-…, 令 

Bumit= (x EA: 1— 1 pr Aan? LO, 
则 {BamiiX Azmaymsl 一 112，…} 构 成 了 (XK 1 总 4) 的 可 测 
分 割 ,而 且 
CBE X Arf plrrsAom)a dz) 


lant(A.) < cc 
可 见 下 时 py 也 是 5 有 限 的 .由 于 
B= {A XX Ar: A E Firs € PF,} 
是 半 环 且 玉 二 ol 多 ), 故 由 命题 2. 3.1 即 知 使 45.1. 4) 式 成 立 的 测度 
产 惟一 ,(3) 亦 得 证 口 


6 两 个 测度 空间 的 乘积 


定理 5.1. 6 一 个 重要 的 特殊 情况 是 下 列 著 名 的 Fubini 定理 . 它 
讨论 陋 个 测度 空间 如 何 靖 起 来 成 为 磁 积 测度 空间 的 问题 . 

定理 5.1. 7 (Febini 定理 ) 设 C(Xi, 多 ,ma 和 {Xs, 罗 ps) 是 
有 限 测 度 空 间 . 

(1 在 乘积 空间 (XXX ,多 X. 安 上 存在 惟一 的 测度 rc, 司 对 
任何 41EF1 和 As€E.F: 有 

pA X As) = pA pl As), (5.1.7) 

该 测度 和 xj -4 是 上 有 限 的 , 称 之 为 pn 和 pi 的 乘积 测度 ; 

《2) 对 (XiXXit 灾 1X Fs,pn Xs) 上 任何 积分 存在 的 可 测 孙 数 
了 有 

| fdcm x Ap 一 人 和 td) fmsae) pcdes) 
Xx Xe x 加 
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= [dr fm dee). 
加 局 


证 明 对 卢 和 
{plz1s As) = pA2): TE KI As € 2} 
用 定理 5.1.6 知 , 存 在 惟一 的 a 有限 测度 po X ps 一 使 (5.1.7) 式 成 
立 , 而 且 该 测度 还 满足 
fi fa x 6) — [mde fra acdrs). 
《5. 1.8) 
这 证 明了 (07. 把 和 ps 的 位 置 大 和 倒 ,对 je 和 
{plxas A) = aA zo €E Ks, A GE 有 
再 用 定理 5.1. 6 又 得 惟一 的 有 限 测 度 各 六 稚 * 使 对 任何 AlE. 玉 ， 
和 4sE, 史 > 有 
《ptz xX As X .41) 一 pA A). C5.1.9) 
对 任何 (XXXa 4X 久 F141,pX pw) 上 积分 存在 的 可 测 蚂 数 f 有 
fi fe X= dr] fr de C5.1. 10) 
从 (5.1.7) 和 (5. 1.9) 式 可 见 
Ca X pA X Asy = Cp x pAs x A) 
对 和 任何 41E .多 ,和 4;E€ .Fs 成 立 . 记 有 ={(z2yz1): (xX1,X2) EA)， 
则 由 上 式 容易 推 得 ; 对 每 个 4E 多:X 宗 :有 
Ca X pCAY = Cp x pA). 
据 此 ,通过 典型 方法 不 难 证 明 
am x mo = {fd xm 


XXX 


十 是 结论 (2) 便 通过 (5. 1. 8) 和 和 (5. 1. 10? 式 而 得 到 . 

Fubini 定理 之 (2) 告 诉 我 们 ; 只 要 重 积分 ( 即 对 刁 积 测度 的 积 
分 ?存在 ,两 个 累 次 积分 是 相等 的 . 但 是 ,要 注意 定理 的 条 件 . 下 面 的 
两 个 例子 表明 : 如 果 抹 掉 pr 和 ps 均 o 有 限 这 个 条 件 , 结 论 有 可 能 不 
成 立 ; 虽 然 和 和 心 均 o 有限 ,但 重 积分 不 存在 ,那么 即使 两 个 累 次 
积分 都 可 以 算出 来 ,也 可 能 不 相等 . 
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例 1 设 XI=Xs= 二 20,1)3 多 1 二 久 Fs 二 [0,1D 站 Brs pr 为 [0,1) 
上 的 工 测度 ;又 对 每 个 4A.€ Br, palAs) 一 # (44s), 易 见 , 和 是 > 有 
限 的 ,而 pz 则 不 然 . 此 时 ,在 集合 
五 一 (Caivza)i mm 一 zajzlyze E [0 1) 


上 便 有 
Ga Xx p60)= {Dl dm dr) — 1 
[o> 


#0= | Dl edxe) 
[0 


= (ps X py)D), 
可 见 累 次 积分 不 能 交换 次 序 . 
例 2 设 X 一 XX 一 [0,1)s 1 一 久 : 二 [0;1) 门 Sr; 如 和 jz 为 
[0,1) 上 的 工 测 度 .那么 jn 和 A 都 是 有 限 的 但 对 于 函数 
二 和 
re /rir x0 
0， 4 一 2 一 人 
而 言 , 却 有 
ax] fn,0d 半 汪 :天 三 全 二 ass Fen) de 
容易 证 明 此 f 的 重 积分 并 不 存在 . 
7. 分 部 积分 公式 


作为 Fubini 定理 应 用 的 一 个 有 趣 而 又 重要 的 例子 ,我 们 利用 它 
来 推导 L-S 积分 的 分 部 积分 公式 . 
推论 5.1.8 对 任何 准 分 布 函 数 下 ,G 和 任何 实数 a 所 6, 有 


J PennGtdz) = FG| 一 Gr -OFcdz)， 
5 


其 中 FG| 一 FoGcD -PayGca). 
证 明 以 me 和 xs 分别 记名 和 多 对 应 的 L-S 测度 . 利用 
Fubini 定理 ,我 们 得 
| rcoccdm 过 人 eee + Feayyjedam 
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一 下 Ca[GC6) 一 Ga)] 十 | Coan)| Fldy) 
及 


(et 


= FVLGE) 一 Ge)] 十 J dCs X pg) 


{ry Sr rh} 


= FG - Ge + | Fd] Gd) 


一 下 Ca)[LG(B) — Gea)] +| a — Gy — 0JF(dy) 
a, 


Fa)[GE) 一 Gay + GOLEF CS) Fla)] 


二 3 一 OF(dy) 


ta, 


= FG 


“| ,Ge — VF), OO 
a arg] 


不 难看 出 ,只 要 尺 和 G 是 连续 函数 ,上 述 分 部 积分 公式 就 和 我 
们 在 初等 微 积分 中 学 过 的 那个 分 部 积分 公式 形式 上 完全 一 致 . 这 时 ， 
你 当然 也 可 以 把 推论 5. 1.8 中 的 公式 写成 


了 
Teepaccm =FG| 一 | GCCr)dFcz)- 


但 是 在 一 般 情况 下 ,这 样 写 是 有 问题 的 ,因为 它 并 没有 标明 是 在 开 区 
间 . 举 开 半 闭 区 间 还 是 闭 区 间 上 的 积分 . 而 对 于 L-S 积分 而 言 ,这 一 
点 是 非常 重要 的 : 单 点 集 上 的 工 -S 积分 不 仅 有 意义 ,而 且 积分 值 还 
可 能 不 是 01 

8.、 有 限 维 葬 积 空 间 的 测度 


定理 5.1.5 和 5.1.7 都 可 以 推广 到 x 之 2 的 情况 - 证 明 并 没有 原 
则 上 的 困难 . 所 以 ,我 们 只 给 出 结论 而 拒 证 明 留 给 读者 . 
定理 5.1.9 纵 定 可 测 空 间 {(X,.F,) ,大 一 1,"…,n), 如 果 对 每 


个 4 一 2 pr 是 从 | 耳 X,[] 97] 到 (X97 i) 的 o。 有 限 转移 本 


数 , 风 
CD 对 于 CX 上 任何 测 座 ma, 存在 | 于 XX:, 站 9 上 的 测 


度 g 使 
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A HI 言 [aed pende™], PGs sad) 
对 一 切 14sE .多 ok 一 1 成 立 ; 
2) 对 任何 | [XX 开光 ，aj 上 积分 存在 的 可 测 函 数 了 有 
a 


{fae {mcd yf, polnsders) 
下 = 加 


ls fxs ea) palris es Td)s 


(32 如 果 jm 是 oc 有限 的 , 则 使 (1) 成 立 的 测度 py 惟一 而 且 o 有 
限 . 
定理 5.1.10 设 CKr, 丈 sp, 一 1 是 se 有限 测 度 空 间 、 


ca) 存在 | 全 XX, 于, 上 惟一 的 测度 使 
下 
A Ta 3 TT cy 
对 一 切 hee 9。 一 1,…on 成 立 ,该 测度 J 
称 为 4.…,p 的 笋 积 测度 ， 
C2) 对 | 本 Xi, J 本 jw) 上 任何 积分 存在 的 可 油画 数 二 和 
1,…*a 的 任 一 重新 排列 三- 有 


fs an 一 | As (da | A dx) 
和 x 
L 


def 


是 = 有限 的 ， 


| Cr， (dre )- 
二 


2 多 维 Lebesgue-Stieltjes 测度 


前 面 已 经 进 了 通过 转移 函数 在 乘积 可 测 空 间 上 建立 测度 的 方 
法 . 本 节 将 介绍 多 维 的 L-S 测度 . 我 们 将 会 看 到 ,对 于 乘积 空间 
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《R" ,B28%) ,第 二 章 所 用 的 半 环 上 测度 扩张 产生 L-S 测度 的 方法 仍然 
有 效 .由 于 多 维 与 一 维 的 情况 十 分 类 似 . 所 以 我 们 只 正面 地 写 出 结 
论 , 而 证 明 的 细节 则 留 作 习题 . 
设 a 一 《asan) ER 和 6 一 《bb 七 RR" 如 洒 a,<b, 对 每 个 
ft 三 1s yn 成立 , 则 记 为 a 护 6. 类 似 地 ,如 时 ar<b; 对 每 个 i 二 1 
成 立 , 则 记 为 a<5. 我 们 还 把 
(ae 的 一 人 后 必 :as 工 和 总 
当 作 R" 中 左 开 右 闭 的 区 间 . 
命题 5.2.1 1(a,8]; 4a,bER") 是 Rr 上 的 
证 明 略 . 
定义 5.2.1 中 上 的 实 值 函数 互 将 称 为 准 分 布 函 数 , 如 果 它 满 


长 


环 . 


《12 对 每 个 i 二 1 ,和 每 个 Ty 人 ToT -TER 
es ri 
作为 第 :个 变量 的 函数 右 连 续 ， 
(2) 对 任何 a= (ats,aj)EER 和 b= (bn ) ER ,i 


C= {c= (eG = 或 6 i 二 1") 
叉 对 每 个 二 (ors se) EC, 记 nn(0) 二 ## {ft ci 二 0), 则 当 ae<2 时 有 
DOF) 0. C5.2.1) 
et 


不 等 式 (5. 2. 1) 乍 看 起 来 有 点 不 好 琢磨 ,可 实际 上 它 是 一 元 准 分 
布 函 数 单调 性 的 推广 . 对 一 元 准 分 布 函数 下 ,其 单调 性 是 可 用 一 次 增 
量 非 负 , 即 对 任何 满足 a 所 5 的 a.bER 有 
AwnF eC ps) 一 下 Ca 之 0 
来 刻画 的 . 与 此 类 似 , 二 元 准 分 布 函 数 记 (，,，) 的 单调 性 也 就 应 该 
用 它 的 二 次 增 量 非 负 来 表达 . 什么 是 二 次 增 基 ? 设 4 一 (a1,42) 志 一 
人 ,55 对 所 (，,，) 的 第 一 个 变量 先 求 一 次 增 量 
St es 
对 AcooiFC，,*) 中 剩 下 的 另 一 个 变 甚 再 求 一 次 增 量 
AiassaIL da IE Cs 
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一 天 (vb — Fobisas) — Fabs) + Flar,as), 

所 得 到 的 就 是 所 谓 的 二 次 增 基 . 不 难看 出 
Md A C3 0] Mm LA I Cr 
因此 ,可 以 直接 把 二 次 增 量 定义 为 
AlaF 一 F(h Bb) 一 Flarsbs) 一 百人 Bi az》 + F larsaz), 

而 把 Ah.sI 下 谤 0 理解 为 二 元 准 分 布 沙 数 单调 韭 降 . 按 这 祥 的 推理 继 
续 下 去 ，(5- 2,1) 式 恰好 表达 了 n 次 增 量 非 负 的 意 轧 . 正 是 在 这 个 意 
义 下 ,我 们 把 C5. 2.1)? 式 理解 为 一 元 准 分 布 函数 单调 非 降 性 的 推广 
命题 5. 2.2 和 如果 下 是 准 分 布 函 数 , 则 
之 (~ YOFC), a<b, 


pasb]) 二 宅 


ov, 和 二 才 二 


是 半 环 多 wn 上 的 测度 - 
证 明 咯 . 
以 如 记 由 半 环 名 m 上 测度 ux 产生 的 外 测度 ,那么 放 是 .多 ,上 
的 测度 , 称 之 为 (x 维 )L-S 测度 . 特别 地 ,如 果 对 每 个 (zl，…zo) 拓 亚 
有 


天 《Ze)》 一 Tl 
那么 对 应 的 L-S 测度 称 之 为 (n 维 )L 测度 . 


如 果 
lim Flxi sr)— 1 


和 


县 对 每 个 i 二 1,…,n, 有 
li "Flr "Tn) 一 0， 


则 称 准 分 布 函数 下 为 ,元 分 布 鸣 数 . 设 /一 (大 ) 是 (X 灾 ,已 ) 
上 的 随机 向 量 . 对 每 个 x ,… ,znER, 令 
Flrisszs) = Pf ET Er) 
则 下 称 为 随机 向 量 了 的 分 布 函 数 , 或 称 为 个 随机 变量 放 …*,f 的 
联合 分 布 函数 . 随机 向 量 f 的 分 布 函数 是 下 ,也 说 成 了 服从 d.1. 已， 
记 作 /一 下 
命题 5. 2.3 维 随机 向 量 了 的 分 布 沙 数 是 一 个 元 分 布 函数 . 
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反之 ,任意 给 定 一 个 元 分 布 沙 数 下, 一 定 存在 一 个 概率 空间 
《XX , 呈 ), 在 它 上 面 定 义 着 随机 向 其 /使 /~ 天. 
证 明 略 : 口 
设 7 一 (广大 ) 是 (X, 宛 ,P) 上 的 维 随机 向 基 . 对 任意 给 定 
的 点 个 正 整数 站， 9) 访 )? 的 联合 分 布 函数 叫做 和子 的 第 
(人 0) 个 分 量 的 边缘 分 布 函数 . 特别 地 ，f 的 第 ?个 分 量 /的 边 
缘分 布 函数 记 作 刺 . 众所周知 ,由 随机 向 量 了 的 个 边缘 分 布 函 数 
FF 并 不 能 决定 随机 向 量 的 联合 分 布 函数 下 :但 当 六 ,大 相 
互 独立 时 是 一 个 例外 .下面 我们 对 第 四 章 $ 5 定义 的 独立 性 概念 作 
进一步 的 讨论 ,顺便 也 对 这 个 例外 作 一 个 交代 . 
定理 5.2.4 如 果 概 率 空间 (X..9,P) 上 的 系 族 {, 忆 .1 
ET 独立 , 则 对 应 的 =“ 域 旋 1a(2 DrET) 也 独立 - 
证 明 有 从 独立 性 的 定义 可 知 . 只 需 证 明 下 列 命题 : 对 任意 给 定 
的 人 :oj7 如果 
P| 自己 = ra 《5.2. 2》 
对 每 个 {4 E 宗 , 光 一 1 成 立 , 则 它 对 任何 {14.EoCs2o) 一 1， 
4)} 也 成 立 . 
第 一 步 , 对 尾 意 给 定 的 {4, 扎 玉 ,二 2, 令 
“= (ae:P(anNn( Ns) Pi rea)). 
容易 证 明 : (1) 5 是 一 个 4 系 ; (2) 在 命题 的 条 件 下 . 1 汪 . 久 ,. 基 
此 ,由 定理 1.3.5 知 2 导 o(P,), 即 对 尾 何 4 Ea ) 和 {4 € 
一 2 (5. 2,2) 式 成 立 . 
第 二 步 , 对 A Eo 和 (4,E 一 3,… ,7 , 令 
gs [A€E.F: PAN (OA = PIL PA 
Ne Ea 
利用 第 一 步 已 经 证 明 的 事实 ,采用 第 一 步 证 明 的 相似 方法 ,又 可 以 证 
明 : 《5. 2.2) 式 对 任何 A E42) ,A 一 eB) 和 {A,E 2 一 3， 


… 和 2 成立， 
如 此 继续 ,进行 =“ 步 后 ,就 得 到 所 要 的 命题 ;从 而 完成 定理 的 证 
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明 . 器] 

定理 5. 2.4 有 两 个 重 变 推论 . 

推论 5. 2.5 如 果 概 率 空间 (X,.%,P) 上 的 子 a 域 族 {.F.,1 EE 
全 相互 独立 , 则 对 了 的 任何 一 个 分 割 {Tvvdz ED)， 


{z( Ug, .a€ DD)} 
ed 
也 相互 独立 . 
证 明 对 每 个 4€ED, 记 
Ps =U {M4: 生生 SET 


易 见 字 . 是 一 个 x 系 且 o(cpu) 一 “| 人 到 , 故 由 定理 5.2.4 立 得 所 
要 的 结论 . 

推论 5.2.6 对 概率 空间 (X,.9,P) 上 的 随机 变量 族 {f.,+t€ 
了 ,以 {Fi,tET} 记 其 对 应 的 分 布 函 数 族 , 则 下 列 命 题 等 价 

GD) (ftE7T} 相 互 独立 ， 

(2) 对 n 一 1,2,-… 和 ,7st€E 本 ,有 


(10 一 下 Pr 
ii 
53》 对 nm 一 1, 2 和 三 :和 T ,以 王 记 天， 无 的 联合 
分 布 函 数 , 则 对 zl,… ,zs 所 民有 
Fi (Tl Ta) 一 jn FE Cra)s 
ii 
C4) 任意 给 定 %==1,2,… 和 如 ytr ET ,对 CR",B%) 上 的 可 测 
狂 数 g, 只 刻下 式 的 一 端 有 意义 , 另 一 端 就 也 有 意义 并 且 等 号 成 立 ; 
Eads ts) = dp ee ghee sd dF en). 
证 明 留 作 习题 . 
在 推论 5.2.6 中 令 了 二 {1,…,n}) ,那么 (1) 和 (3) 的 等 价 性 说 明 
了 在 独立 性 的 条 件 下 随机 向 量 的 联合 分 布 函数 由 它 的 边缘 分 布 函 数 


完全 决定 . 此 外 ,这 个 等 价 人性 还 说 明 : 我 们 定义 的 随机 变量 独立 性 与 
初等 概率 论 的 定义 是 完全 一 致 的 (参见 习题 5 第 14 和 15 题 ). 
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从 推论 5. 2.6 得 到 的 下 列 命题 深刻 地 揭露 了 独立 性 与 定理 
5.1. 10 所 讨论 的 乘积 测度 之 间 的 内 在 联系 . 
命题 5.2.7 a 个 随机 变量 户 ,…，, 广 相互 独立 的 必要 充分 条 件 


是 ,随机 向 其 /一 CA 为) 的 概率 分 布 RE/ 是 诸 随 机 变量 让,…， 
万 的 概率 分 布 Pf7',…, Pf. 的 攻 积 测度 , 即 


Pr = ITP. 
证 明 留 作 习题 。 口 


“$3 可 列 维 乘积 空间 的 概率 测度 


1， 可 列 维 乘积 可 测 空间 
设 {Xasn 二 1,2,"…} 是 一 列 非 空 集合 , 称 集合 
开工 EE (rz, :TE Kn Oo 2.) 
为 这 列 集合 的 乘积 . 设 {(Xe, 多) 一 1,2.…} 是 一 列 可 测 空间 . 对 


每 个 4 二 1,2,…, 记 
Bo ~ {I A: hr € Fk st)s 
en 


Za — {A TI x as So 小 


Ere 


2 中 的 集合 为 有 限 维 可 测 矩 形 柱 集 . 又 对 每 个 一 1， 


2，…，* 记 
Xo =- 工艺， Sm = [I 


| 
以 及 
-em 一 4wx TT Xs A € Fi) 


1 


称 .or 冲 .win 中 的 集合 为 有 限 维 可 测 福 集 . 
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从 [到 x, 的 映射 


Wn a 
称 为 开 x。 到 X.。 的 投影 ; 从 人 XX 到 X6 的 映射 
LI 2 Dr 
称 为 T XX 到 XX 的 投影 . 用 投影 来 表示 前 面 的 集合 系 . 易 得 
Bi ND za 一 RF 人 


命题 5. 3.1 对 以 上 定义 的 记号 ,有 

1 包 是 半 环 而 且 T[ xc 2， 

CD 是 霹 ， 

<G) TT Fc) ot ) = Us. 


证 明 (1) 和 (2) 易 得 .以 下 证 (3). 由 (5. 3.1) 式 可 见 


民 多 C.sy ,因而 


ol) Dag) Sof Uw 


对 每 个 m 一 1,2,…… ,由 《5. 3. 1D 式 和 命题 5 1.2 又 易 得 


将 两 者 合并 即 为 (3)， 口 
今后 ,把 上 述 命题 中 的 = 域 上 [之 。 称 为 = 域 序列 (多 zz 一 1， 


…} 的 乘积 ,而 而 | 开 苞 , 开 和 .j 则 称 为 可 测 空 间 列 {CK ,一 


1,2,…1} 的 乘积 ， 出 相同 的 可 测 空 间 (X， 宛 ) 组 成 的 序列 的 乘积 可 测 
空间 将 记 为 (X”,. 多 .此 外 ,只 可 测 空间 (XX,.) 到 (R”,.B8) 的 可 
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测 有 映射 称 为 随机 变量 序列 ,而 ( 廊 , 产 ,…) 是 一 个 随机 变量 序列 的 必 
要 充分 条 件 是 , 对 每 个 "一 1.2,…', 大 是 一 个 随机 变量 . 


2. 可 列 维 乘积 空间 的 测度 


关于 定理 5. 1.9 和 定理 5.1. 10 向 可 残 维 滋 积 空间 的 推广 ,我 们 
将 限于 过 论 概率 测度 的 情况 . 主要 结论 是 于 列 定理 . 

定理 5. 3. 2(Tuleea 定理 ) 设 {(X.,F4). 尼 一 1,2,…) 是 一 列 可 
测 空 间 , 对 每 个 点 二 2,3;…， Pr 是 从 (Xj: 防 4-0) 到 (Xe 六 和 的 
概率 转移 函数 . 则 对 (X,,. 多 1) 上 任 给 的 概率 测度 忆 .存在 乘积 可 测 


空间 | 困 入, 村 | 闻 ,) 上 惟一 的 概率 测度 ,使 


| 1 4 一 | Pdr))], prCrrsdes) 
-| rear di) (6.3.2) 

对 一 切 r 一 1,2,…… 和 二 太 [ 和 Ee 外 一 1 sn} 成 立 . 
证 明 由 命题 5.3.1 知 .97 一 串 避 Fiw 是 一 个 域 . 对 每 个 AE 


-+ 取 正 整 数 上 和 4mE 史 使 4 一 xm4o 再 令 
已 (4) 一 P(Am,Y 


def 
2 P, CE pazir des) 
. 


Ta Cs pales Ee dze). 


我 们 将 按 下 烈 步 又 来 完成 定理 的 证 明 . 
> 的 定义 是 一 意 的 . 
虹 果 存 在 n 宇 m1,4.wE 祈 和 Am 多 使 
A Am = A = KA 


则 表 xiae = zB 4 x J xj ,就 得 


有 = 加 


Aw = 4m xX TT x 


mt 
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于 是 由 
PA = Pdam x { fi x)) 


=m 二 1 


= {Pide0 |, pceides) 
总 Xs 


加 交 Ep Ti pT 1 dr ) 
tl 


— {Pidr)f, pCar,des) 
a A 


| ee pr Ces m1 dm) 
Pa 


= td 
推出 定义 的 一 意 性 . 
(2) 卫 是 .ww 上 的 概率 测度 . 
易 见 PLB) 一 0. 如 果 有 A4,BE .ew 不 交 , 则 存在 正 整 数 nn,A6 EE 
:mw 和 BwE 多 (使 
A roiAws 
B= ritBe,s 
Aw | Bo = GF. 
于 是 由 定理 5.1. 9 推 得 
POAU B= P(Aw, U Bo) 
= P(Awm) + PCBe,) 
= P(A) + PB), 
可 见 卫 具有 有 限 可 加 人 竹 .根据 定理 2.1.6, 为 证 卫 是 .wx 上 的 测度 ， 
只 需 再 证 它 在 空 集 儿 上 连续 . 采用 反 证 法 . 雇 设 存在 集合 序列 {4“。 
mn 二 1,2,”…}C.ev 使 
A~YI; limP(A™)>0. 
由 于 4”4 名 ,利用 -wx 的 性 质 容易 找到 整数 列 {m.; 和 和 集合 序列 
{AwwEF om! 使 对 每 个 4 二 1,2,* 
1 mm 
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每 个 ”一 2,3,… 和 每 个 mw._, 志 名 <im,, 定 义 
ee 一 4erm， 
并 且 当 加 六 1 时 ,补充 定义 
有 人 ITx.. VE= lm C1, 
1 
测 {中 ,二 1,2,…) 不 仅 满 足 {A nn 一 1.20 Co 有 名 和 
limPCA")>0; 而 且 访 =rwAo 还 对 菜 A4wy€ 宛 成 立 . 因 此 ,不 
失 一 般 性 ,无 妨 在 * 闷 设 ”" 中 加 上 一 -条 对 每 个 mn 一 1,2.…, 存 在 4。， 
Ew 使 A 一 xojAcy. 在 深 加 了 这 一 条 以 后 ,由 “ 雇 设 "导出 开 盾 的 
其 体 过 程 如 下 . 


对 nn 二 2,3,.…, 令 


Ka 


为 .nkT1) 一 | PCz1yq2 


了 Ca 


由 4eroCam 易 得 
了 Ca Tn) ET, ri se) 
对 任何 {xxE Xay 一 1 十 1 成 立 , 故 05- 3.3) 式 维 会 : 对 每 个 


一 2,3.… 有 
0 El, Yn EX 


记 各 二 lim 和 为 ,…， 则 由 控制 收 全 定理 和 “ 雇 设 " 推 知 
| $idP; = lim pad Ps 
30 a 
— limP.CAe) 
= limP(A4™") > 0. 
因此 :在 在 云 所 X, 使 太 (E1)>0. 我 们 说 ; 此 去 EX 还 必须 满足 三 


EA 不然 的 话 ,就 有 
二 入 A 里 z vArs = A ?CC A = nA, 


Vn = 2. 
一 > 对 每 个 一 2,3,… 有 (Treevzo) 桩 Ao， 
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Vz €E 大 下 一 2 
一 对 每 个 = 一 2，3， 有 Ta (Zz 二 0， 
VI EE Ris k= 2 
一 对 每 个 n 二 2,3,… 有 和 (二) 二 0( 见 (5.3.3) 式 )， 
与 册 (E1) 记 0 人 子 盾 . 总 之 ,从 “下 设 ” 出 发 ,可 以 推 得 ; 存在 ,€ 4 使 
各) 宇和 (FE) 之 0 
对 每 个 n= 二 2,3,… 成 立 . 
对 x 一 3,4,…, 令 
$a.a C2) = PCF des) 


| Th Esra pa Fs Has ses). 
a 


运用 前 面 类 似 的 推理 得 : 办 .四 对 某 叉 ;上 的 函数 和 成立, 而 且 存 
在 XEX: 使 (Z1,Z2)EAw 且 
ban Fs) DS 内 人 > 0 
对 每 个 一 3,4,"… 成 立 . 
如 此 继续 下 去 ,进行 了 大 步 以 后 ,对 n= 此 十 1; 上 十 2,"…: 令 


Bt) = [ponies Bcd) 
Wh 


ll 了 
区 


dr 
就 有 XX, 上 的 阔 数 向 使 办 .4 加; 而 且 存 在 ZE Xi 使 
(CR EE A Bz) E> 0 
对 每 个 mn 一 天 十 1,* 十 2,… 成 立 . 
如 此 不 断 散 下 去 ,就 得 到 了 一 个 (2 ,zs …)E []X 使 对 每 个 
Ii 
万 一 1,2,"…“ 有 (人 , 祈 EEAwy ;从 而 
(Fa E A = TA- 


这 与 4 后 即 作 4” 一 J 发 生存 盾 . 因此 了 是 一 个 测度 ,由 的 
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定义 易 见 它 是 概率 测度 ,C2) 得 证 . 
(3) 由 于 卫 是 域 .wr 上 的 概率 测度 ,根据 测度 扩张 定理 , 它 可 以 
惟一 地 扩张 到 
oo) 一 TF. 
上 去. 换 句 话说 ,在 | [ZX,, 下 上 就 有 了 惟一 的 概率 测度 了 使 
(5. 3. 2) 式 成 立 。 口 
3. 可 列 维 乘积 概率 空间 


作为 定理 5. 3.2 的 推论 ,容易 得 到 下 列 关于 可 列 维 乘积 概率 空 
间 的 乘积 测度 的 Kolmogorov 定理 . 
定理 5.3.3 ”对 任何 一 列 福 率 空间 {( 丈 ， 兄 Pe) 一 12 


在 | 五 各, 本 各 上 有 惟一 的 概率 测度 亚 使 对 每 个 an 一 1,2， 利 
Hx 
吞 一 组 E11,"… ;AE 了 ,有 


z{ ra HH)) =- Hean. 


"$4 任意 元 穷 维 乘积 空间 的 概率 测度 


1. 任意 无 穷 维 乘积 可 测 空间 
设 {XX,,+ET} 基 - - 族 非 空 集合 (空间 ) .指标 集 了 含有 无 穷 多 个 
元 察 , 这 些 元 京 或 者 无 法 排 定 顺序 或 者 即使 能 按 某 种 方式 排 顺 序 也 
对 此 不 子 考虑 . 族 {X,,:E 了} 的 履 积 定义 为 
TX = {z= {zt € T}: x E X,Y E T}, 


ET 
称 为 任意 无 穷 维 乘积 空间 . 设 5CT, 称 由 Ix 到 Lx 的 上 映射 
3 3 
msitecE ET}= {zt € 5S) 
为 投影 映射 . 
设 对 每 个 :ET 了 , 炙 , 是 由 XX, 中 的 集合 形成 的 域 .把 由 了 的 所 
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有 含有 有 限 个 元 素 的 子 集 组 成 的 集合 系 记 为 多 . 令 
2 一 电 ( 114) 1 ME Fyt € 5} 
并 把 其 中 的 集合 称 为 有 限 维 可 测 矩 形 柱 集 . 由 之 生成 的 = 域 ao( 多》 
将 称 为 潜 o 域 (2,tET) 的 乘积 , 记 作 
I ZF. = 02). 


iéT 


可 测 空间 [ [ X,， 末 将 称 为 可 测 空 间 1 (X97.) ,cE7Y1 的 乘积 . 


‘e 


所 谓 的 任意 无 穷 维 乘积 可 测 空间 就 这 样 得 到 了 定义 
2 任意 无 穷 维 乘积 s 域 的 性 质 
对 任何 正 整数 ”把 由 所 有 含有 = 个 元 素 的 T 的 子 集 组 成 的 集 
合 系 记 为 多 ,. 易 见 2-UD. 
命题 5. 4.1 对 任何 wx 二 1,2,… 和 和 SEV,， 
er (Ha AE FNtES) 


9 


2 


是 一 个 半 环 . 
证 明 对 任何 4,8E 名 s, 取 {A1,B.E .FE 5S) 使 
A= 14, B= [1B. 
ze Es 
易 见 
ANB= ICN ED) E 2s, 
ES 

因而 多 * 是 一 个 x 系 .如果 4 忆 号, 则 对 每 个 上 ES 有 和 AB 以 砍 记 
由 这 样 的 {C.,zE 81 组 成 的 集合 : 对 每 个 :ES,C, 二 B, 或 C= ANB,. 


不 难 验 证 ; { Tc {C,.tES}E wj} 是 2s 中 2" 个 两 两 不 交 的 集合 
而 且 
A4= UU (1c). 


{OEEer 1S 


注意 {B.,:E5}E %, 由 上 式 即 知 4A\B 可 以 表 成 上 式 右 端 中 除 [| B 


ES 
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以 外 的 男 2 一 1 个 冰 两 不 交集 合 之 并 . 由 此 可 见 多 s 是 一 个 半 环 . 口 
比较 命题 5. 1, 1 和 命题 5.4. 1 的 证 明 , 尽 管 一 个 是 在 有 序 乘 积 
空间 内 而 另 一 个 是 在 无 序 绕 积 室 间 内 讨论 同 题 ,但 本 质 上 是 .- 样 的 . 
这 里 之 所 以 把 命题 5.4. 1 的 详细 证 明 过 程 写 吕 来 ,有 商 个 原因 : 一 
是 在 命题 5. 1. 1 的 证 明 中 只 写 了 mn 一 2 时 的 情况 而 未 写 一 般 情况 ; 另 
-个 则 是 为 了 使 大 家 习惯 无 序 时 的 表达 方式 . 
命题 5.4.2 儿 是 半 环 而 且 本 XE 多 . 


je 
证 明 易 见 四 XS 多 , 故 只 需 证 多 是 ~- 个 半 环 . 设 4A,BE 多 . 
Ea 
则 存在 正 整 数 z 和 天 SaE 安 。 和 SeE 2 以 及 (EF NIESa} 
和 {BE 8,YtESs) 使 
本 {4}: s = (lIS). 
令 S5=S4 世 Sas, 并 记 
二 二 人 上 ES， 人 tE Ss, 
lx, ES\Ss. © \X,, 1€S\Se 
和 下 一 共 CS)、 则 不 难 验证 [J[ 4., I BE ,SE A= 


EE E33 


到 区 4 和 五 一 xs 下 于 是 出 命题 5.4.1 推 知 


4n8= 瑟 人 (下 划 N( HN}es 
而 且 当 4 二 有 时 A\B 可 表 为 多 中 有 限 个 不 交集 合 的 并 ， 口 
一 般 地 ,如 果 上 生 卫 A} 是 一 个 有 限 维 可 测 逢 形 往 集 , 则 [4 


称 为 该 柱 集 的 底 . 命题 5 十- 2 证明 的 基本 思路 是 把 底 的 维 数 加 以 放 


大 . 这 种 底 帮 大 法 将 在 以 后 多 次 使 用 . 
任 给 SE 如 ,定义 J[ 记 :=o( 多 s). 并 把 


ES 


=Ufmas4eTIz| 
2 a 


中 的 集合 丈 为 有 限 维 可 测 柱 集 . 
命题 5. 4.3 .ef 是 域 目 多 Cx 
证 明 易 见 XE. , 故 只 需 证 -er 是 一 个 环 . 采用 底 放 大 法 、 


eT 
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设 4,BE 多 . 则 存在 正 整 数 n 和 mm, Sa€ 名 ,和 SsE co 以 及 元 所 
]JI 字 ,各 Ee J[ .使 


有 A 二 xo 如 一 xsi. 
令 5 一 54aLUSs 并 记 
A={{zotES}: (TmtE SAE A; xEX VEESNS a), 
Be{{r otES}, {rt€ESa) EB: rE X,YIE S\Se) 
和 天 二 ## (5). 不 难 验证 :; 4,BE ,se ,A A 和 B= 
As 局- 由 FI?: 是 o 域 , 故 由 AUB,A\BE 其 到 ,推出 
AUB=a'(AU BE ~, 
A\B— riA\B)}E -er 
以 - 妨 记 由 人 的 所 有 含有 可 列 个 元 素 的 子 集 组 成 的 集合 系 , 则 
对 任何 SEE- ，{(X 多 JrES) 作 为 一 个 由 无 穷 个 可 测 空间 组 成 


的 族 , 其 习 积 “ 域 册 多 。 有 定义 . 我 们 把 
全 


2 一 Urata4ae HU,} 
se 5 
中 的 集合 称 为 可 列 维 可 测 柱 集 . 利用 以 上 引进 的 概念 ,任意 无 穷 维 乘 
积 可 测 空间 的 性 质 可 以 归纳 如 下 . _ 
命题 5 .4.4 ITF We) 一 Ce 一 全 
多 2 
证 明 建议 遵循 以 下 路 线 
of [UL CHF ce cmc | Uw) 
来 进行 证 明 , 其 详细 过 程 请 读者 自己 写 出 。 口 
3. 可 测 映射 
考虑 从 可 测 空间 C0,57) 到 乘积 空间 [ TX., 本 2 的 可 测 映 
才 和 9 “”E 开 


射 .那么 容易 得 到 定理 5. 1. 3 的 下 列 推 广 . 
定理 5.4.5 ff 二 {f.,tET} 是 从 可 测 空间 (2, 到 习 积 可 测 空 


间 ( IX, 下 人 | 的 可 测 映 射 当 且 仅 当 对 每 个 EET， 所 是 从 


ET ‘ET 
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(50) 到 (X 多 的 可 测 映射 ， 

证 明 ” 留 作 习 题 

设 ( 瑟 , 罗 ) 是 可 测 空间 而 人 是 任意 无 穷 集 . 当 对 每 个 :ET， 
《Ke 有 = 有 ) 时 ,乘积 空间 | 全 Xi， 全 了 将 记 为 (X79 
如 果 工 是 是 的 一 个 于 集 ,那么 由 可 测 空间 (9,57) 到 (R*,5B8) 的 可 
测 陕 射 f= {天 ; ET} 一 般 叫 做 工 上 的 随机 过 程 ， 不 难看 出 ，R” 
中 的 每 个 元 素 都 是 一 个 定义 在 下 上 的 实 值 函 数 . 随机 过 程 在 每 个 
w& 和 处 的 值 fw) 一 !(o:zET) 称 为 它 的 一 条 轨道 . 根据 定理 
5.4.5，{rtE 了 T) 是 7 上 的 随机 过 程 当 且 仅 当 对 每 个 *xET, 态 是 一 
个 随机 变量 


4. 有 限 维 概率 测度 族 


设 了 是 任意 无 穷 集 . 解决 如 何在 “7 维 " 乘 积 空间 上 建立 概率 测 
度 的 问题 ,必须 对 参与 乘积 的 那些 空间 的 拓扑 性 质 有 所 要 求 . 虽然 有 
更 一 般 的 结果 ,但 我 们 只 考虑 最 简单 的 情况 : 给 定 (R” ,Bx) 上 的 一 
族 有 限 维 概率 测度 族 后 ,如 何在 它 上 面 产 生 概率 测度 ? 

定义 5.4.1 称 了 上 的 一 族 有 限 维 概率 测度 族 


人 下 (5.4.1) 
是 相 容 的 ,如 果 它 满足 
(1) 对 每 个 一 1,2,… ,每 组 再 ,二 ,PP .是 BX 上 的 概 


率 测度 ， 
《2) 对 每 个 = 一 1,2，…… 每 组 册 生 了, 每 组 4 和 E 呈 8 


和 … ,ts 的 每 一 重新 排列 (1),… ,eln) 有 


Pas A) = Peover I no) 
《3) 对 每 个 n 一 1,2,…, 每 组 ,…' ,hET 和 每 组 4 ，*…， 
A EBr: 有 


( a. x 有 | = Ball 并 4,) 


rl fi 


人 


人 
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5，Kolimogorov 相 容 性 定理 


首先 证 明 一 个 在 CR" ,87?) 上 产生 概率 测度 的 引 理 . 引 理 的 组 述 
和 和 证明 过 程 都 沿用 3 3 的 记号 . 

引 理 5.4.6 设 概 率 测度 族 {PP;.…: 7 二 ,2,……} 满 足 条 件 

(1) 对 每 个 4 一 1,2,…， PP 是 Bx 上 的 概率 测度 ; 

(2) 对 每 个 二},2,*… 和 每 组 A1,… ,A,E€ Bp, 有 

| 114. x R) = Pl 1 4 ， 

则 在 (R” ,258 >》 上 有 惟一 的 概率 测度 已, 使 对 每 个 nm 一 1:2,… 和 每 个 
ES 有 


Prod (4 一 Pi (A). 《5.4- 2) 

证 明 对 每 个 n=2,3,…, 以 p.(*,，*) 记 概率 空间 CR”, 0%， 

PP,…o2 上 的 随机 变革 x, 关于 随机 向 量 (mw，…, 7,1) 给 定 值 的 正则 条 

件 分 布 . 不 难看 出 , p,4。,，，* ) 是 由 (R”" ,<BX 到 (中 ,<Bn) 的 概率 转 

移 函 数 . 由 于 Pi 是 ( 骂 , 屯 凡 上 的 概率 测度 ,故人 从 Tulcea 定理 推 知 ; 

在 CR” ,35BX ?上 存在 惟一 的 概率 测度 也, 使 对 每 个 一 1,2,… 和 每 组 
.44oce SBz 均 有 


Pa La =| ,Pide)] ,pacedrs) 
， 
| per tde), 5.4.3) 


下 面 证 明 PP 满足 (5.4.2) 式 . 为 此 ,只 需 证 明 : 对 每 个 ”一 1,2,… 和 
每 个 4,-… ,A 所 .Bas 有 


| [4 一 | Picdz)|, prtzi,dz2) 
pe 


当 n 二 1 时 ,上 上 式 显 然 成 立 . 设 当 nn 一 名 时 (5.4.4) 式 成 立 . 那么 由 定理 
5.1.9 知 
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ss fdP, ， 一 | Plaza 人 pels adze) 


re 1 


对 CR' ,Bk) 上 任何 非 负 随机 变量 f 成立. 特别 地 ,对 4 ,as+iE 
多: 取 

Fase st) = TE CF I pet a ep) 
让 和 每 个 二 《x1 41) ER 记 


ED 


并 对 每 个 站 


则 
Picde)| prczirdze)--| 
aa 


PirilTi ss Ta drt1) 
1 


和 iar 


= {Picde) | pacrisdre) 

=| fe 了 3 Ci Te :x4) 
一 人 AP 《定理 5- 1. 9) 
= [pe 1 A dP 


| Pari Cr Ar dP CT ) 
a 


(条件 (2)) 

= | 全 | cra) 
(正则 条 件 分 布 的 定 六 

A Er aiil I[a.) a 


从 而 当 = 庆 十 1 时 (5. 4. 4) 式 也 成 立 , 这 样 ,我 们 就 用 归纳 法 证 明了 


引 理 .。 总 ] 
在 定义 5.4.1 中 ,TT 的 任意 有 限 个 元 素 是 按 次 序 排列 的 . 但 是 、 


在 任意 无 穷 维 乘积 空间 中 了 的 元 素 是 没有 次 序 的 . 因此 ,要 利用 相 
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容 性 条 件 来 产生 任意 无 穷 维 乘积 空间 的 测度 ,在 符号 的 使 用 上 应 该 
有 点 讲究 . 今后 , 花 括 导 {  } 用 来 表示 由 花 括号 里 面 的 元 素 组 成 的 集 
会 ,而 有 陪 插 号 ( ) 则 表示 由 里 面 的 元 素 依 次 排列 成 的 向 量 . 设 
C5.4.1) 式 是 工 二 {1,2,-…} 上 站 容 有 限 维 概率 测度 族 . 对 任何 "一 1， 
2,-… 和 任何 5 一 {1 一, 坟 ) 2 我 们 将 定义 BE 上 的 测度 Ps, 使 对 
任何 14. 拭 . 客 szES}, 有 


| 114) 一 Pool 开 4. 

其 中 DD 过 …<<tlx) 是 S 中 半 个 正 整数 按 从 小 到 大 顺序 的 排列 . 

引 理 5.4.7 对 于 耳 ={1,2,…} 上 相 容 的 有 限 维 概率 测度 诸 
(5,4. 1]) ,存在 (BR, 名 x) 上 惟一 的 概率 测度 了 使 对 任何 SE 多 和 
AESR, 有 

Pxre'tA) = Ps(A). £5. 4, 5) 

证 明 由 于 相 容 有 限 维 概率 测度 族 (5.4, 1) 的 子 族 {Pl.a: 1 二 
1,2,-…} 满 足 引 理 5. 4.6 的 条 件 , 故 在 (R” ,sz 上 存在 惟一 的 概率 
测度 已, 使 (5. 4.2) 式 对 每 个 = 一 1,2,…' 成 立 . 这 显然 蕴含 : 对 每 个 
一 1.2,……, 符 组 1 委 (0D<…<t(0a<co 和 每 组 A Aw € 8 
有 

已 co sme 于 Ho) — Pianl Ho). (5..4. 6) 

定义 R"~ 到 R” 的 映射 9: 对 每 个 (zz DER， 

Ox za)) = {x t ET). 

易 见 ; 9 是 一 对 一 的 满 映射 , 即 对 任何 {xz.,:€T}E RT", 存 在 惟一 的 
(ziyzay 和 ER 使 8CCzza ,7)) 一 {zo ET); 9 是 双向 可 测 映 射 ， 
即 9 是 由 8 这 到 31 的 可 测 映 射 .而 其 逆 映 射 g :是 由 雹 ?到 2 的 可 
测 映 冉 , 此 外 ,对 每 个 m 一 1,2,…-, 每 个 汪 一 feat)E 吉 , 和 每 个 
{ALE BESY ,D0 记 S 二 {tn} 中 个 
正 整 数 扬 ,… 光 按 从 小 到 大 次 序 的 排列 , 则 有 


CE | 末 4o] = 天 (世人 
F 是 , 令 也 一 P9-, 便 得 到 


1 
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Pas’ I A = Pest TT A) 


Er ES 


= Pm ne)! IT 4.e) 
1 
| LH.) (用 (5.4- 6)) 
加 


一 Psf JT 2) 《由 Ps 的 定 文 ), 
A 
由 此 即 推 山 (5. 4. 5) 式 . 了 的 惟一 性 决定 了 产 一 P8 “的 惟一 性 . 
设 55.4.1) 趟 是 任意 无 穷 集 了 上 的 相 容 有 限 维和 概率 测度 旋 - 对 
任何 n 一 1,2,… 和 任何 SE 多, ;我们 将 定义 5 上 的 测度 Ps 使 对 任 
何 {4,E ne,tE SI, 有 


pH) -Pd 4) 
其 中 xl) 是 S 中 个 元 素 的 按 任何 一 种 顺序 的 排列 . 不 难 
看 出 : 定义 5.4.1 之 (2) 保 证 了 了 上述 定义 的 一 意 性 . 又 容易 从 定义 
5.4.1 推出 这 样 定义 出 的 概率 测度 族 {Ps: SE 多} 满足 : 任何 满足 
SoCCS 的 So,SE© 轨 和 和 {AE BitESo}, 有 


P(A 一 Pei) 了 肛 ， C5. 4.7) 
WE ey 


这 里 ,对 任何 SCToCT ,nss 表示 由 R" 到 Rs 的 投影 ; 
no{r tt E To} = (x t ES). 

定理 5. 4. 8(Kolmogorov 定理 ) 对 任何 无 穷 集 全 上 相 容 的 有 
限 维 概 率 测度 族 (5. 4,1) ,存在 (R', S233 上 惟一 的 概率 测度 了 ,使 对 
每 个 SE 雏 和 AEBj 有 

Pars tA) — Ps(A). (C5. 4.8) 

证 明 当 工 是 可 列 集 时 , 它 的 元 素 与 {1,2,-…} 有 一 一 对 应 关 
系 , 故 由 引 理 5. 4. 7 即 知 定理 的 结论 成 立 . 因此 ,无 妨 设 荆 是 不 可 列 
的 无 穷 集 . 

首先 给 出 王 的 定义 过 程 . 设 A€ 名 1. 由 命题 5.4. 4 知 ,存在 
ToE .fr 和 4oE Bi 使 4 二 x71Ao. 对 了 T, 上 相 容 有 限 维 概率 测度 族 
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{Ps ts E Tos n= 1,2,%} 
用 引 理 5. 4.7 又 知 ,存在 《〈& ,fy 上 上 惟一 的 概率 测度 Pr, :使 对 每 
个 满足 SCT,。 的 SE 宅 和 每 个 A4E BX 有 

Pr A) = PsC4)- 
再 对 每 个 4E 5, 令 

P(A) = Pr, C4o). 
其 次 证 螨 这 样 定义 出 来 的 P 是 一 意 的 ,也 就 是 说 ,对 任何 4E 
和 B14, 如 果 存 在 TI,Ts€ A1E BR 和 4zc 8 使 zi 一 A 一 
xs, 则 必 有 Pr(41) 二 Pr,(423. 采 用 底 放大 法 . 令 To 一 TiUT:， 
则 由 
ai At) AD 一 md A rr As — ri 42) 

推 知 Cr 4 一 (3 Az. 因此 ,为 证 了 Pr,(41) 二 Pz,CA2) ,只 需 证 

Pr, (Ct) 4 一 Pr(4D) 
对 ;一 1,2 均 成 立 .下面 我 们 仅 对 ;一 1 写 出 证 明 . 记 

= {BE Ba Pr Crp) B) 一 Pr,(B)). 

易 证 如 是 4 系 . 由 (5.4.7) 式 又 不 难 见 : 对 每 个 x 一 1,2,… ,每 个 SE 
,和 每 组 (BE rtE 5), 均 有 Gh) 人 开本 < 人. 由 于 由 一 切 形 


如 (zx&)-![ TB,) 之 集 组 或 2 中 的 半 环 (命题 5.4. 2), 放 由 定理 


1. 2. 4 稚 得 2 一 .5 记 的 一 意 性 得 证 - 
最 后 证 明 PP 是 B37 上 满足 (5. 4. 8) 式 的 概率 测度 . 设 {4.€ B88,n 
一 1,2,…} 两 两 不 交 . 对 每 个 一 1,2,…, 取 人工 ,E.Y 和 B,E .2 使 


一 压 1Bw 则 Ts 一 巴 T,€ ,对 每 个 4 一 1,2,… 有 
3 
A = rr (pe) Bs), 
而 息 {rR) Bn 二 1,2,…} 两 两 不 交 . 于 是 电 定 义 的 一 意 性 推出 


中间 -me 


一 DPr Crt By 


= WPA)s 
可 见 P 有 可 列 可 加 性 . 另外 , 易 见 PCG) 一 0,PCR*) 二 1 和 (5. 4. 8) 
式 成 立 , 由 (5. 4. 8) 式 ,命题 5.4.4, 以 及 相 容 狂 条 件 和 测度 扩张 定理 
又 可 推出 惟一 性 . 


6. 任意 维 乘积 概率 空间 


设 {PirtET} 是 (RBpYy 上 无 穷 个 概率 测度 . 易 见 


{Pos SE ITEP, ts € Tn = 1,2,.) 
如 


是 一 个 工 上 的 相 窜 有限 维 概率 测度 族 . 把 Kolmogorov 定理 用 于 该 
概率 测度 族 , 可 以 得 到 

定理 5.4.9 对 任意 无 穷 个 (R,Br) 上 的 概率 测度 {Psst 芽 }， 
存在 CR .Bs) 上 惟一 的 概率 测度 了 ,使 对 每 个 4 二 1.2,-…, 每 个 S 二 
{ED 和 AE 4, 均 有 


Pu = (IEP,) (>. 
En 


习 题 5 


1， 对 名 二 1,2, 设 4 BC 一 Xe 证明， 
(1) A1X 4 一 世 。 一 4 一 好 或 4: 一 红 . 
《2) 如 果 4, x4 夫 区 , 则 
4 X As CBiX BA Bi 对 kk 二 11,2 均 成 立 ; 
A X ds 二 Bx BA = B, 对 k= 1,2 均 成 六 . 
3) (CALXAN CB X Be) — CAN BB ) x (CAsfNB,). 
2. 设 4,4,CCXX; XX 证明: 
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am al (U4)| -Uls. 
3， 对 庆 二 1,2, 设 多 是 Xt 上 的 半 环 .证明 
B= {A X As: A € Di, kh = 1.2) 
是 XXX 上 的 半 环 . 
4. 用 典型 方法 完成 定理 5. 1. 4 之 (2) 的 证 明 . 
5. 设 下 是 一 个 二 元 分 布丁 数 . 证 明 : 在 (R*,5B%k) 上 有 惟一 的 概 
率 测 度 忆 使 对 每 个 ,xsE 是 有 
PU or] X (— ox]) = Fr ra). 
6. 证 明 本 章 81 例 2 中 了 的 重 积分 不 存在 . 
7 对 任何 0<a<p<oo, 证 明 ; | 之 dz 一 In 车， 
8. 试 求 准 分 布 函 数 和 避 在 开 区 间 (a,)、 右 开 左 闭 区 谨 [a,b) 
和 闭 区 间 -a ,8] 上 的 分 部 积分 公式 . 
9. 证 明 , 如 果 是 一 个 连续 分 布 函 数 , 则 | (x)P Caz) 一 主 ， 
10, 证明; 对 于 测度 空间 (X, 多 ,jp》 上 的 非 负 可 测 函 数 f 和 实 
数 wo, 总 有 


an = a ip > Ddr. 


11. 设 CXi, 分, 到) 和 (Xi, 分 1,B&) 分 别 是 a 有限 测度 空间 

(X11 1a) 和 (Xs ,Fs,p2) 的 完全 化 测 座 空 间 . 令 
(XB ,1) = XX Ky FX Fp X jh) 

并 以 (XX, 仿 ,有 ) 记 它 的 完全 化 测度 空间 . 又 设 (X ,分 ,&) 上 可 测 函 数 
下 的 积分 存在 - 证 明 : 

(1) 以 Ri 记 折 有 这 样 的 me X 的 集合 , 它 使 了 (zi,，* ) 作 为 
Xs 上 的 函数 是 关于 多 ; 可 测 的 ; 则 加 CNI) 一 0; 同 样 ,以 Ns 记 所 有 
这 样 的 zx;€E Xs 的 集合 . 它 使 六 C， ,zs) 作 为 久 ， 上 的 函数 是 关于 分， 
可 测 的 , 则 Ze CN2) 一 49. 

《2) 下 列 重 积分 化 为 累 次 积分 的 公式 : 
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J Far zcdr)), Fe rope cdrey 
站 和 Xs» 


= | zd Fer za dr). 
四 


12. 对 mn 二 2 的 情况 证 明 命 题 5. 2. 1 .命题 5. 2. 2 和 命题 5. 2. 3 
13， 设 随机 向 量 ( 记 … ,7 了) 是 离散 型 的 , 即 存在 
DD (tds 

使 PCDD) 二 1. 试 求 (所 ,…, 广 ) 独 立 的 必要 充分 条 件 . 

14. 设 随机 向 量 ( 记 ,-…, 思 ) 蚌 连续 型 的 , 即 存在 I-S 可 测 函 数 记 
使 对 任何 x1,…,zxs€ER 有 

PO Ems ts 0) — pe dy dy 

试 求 ( 广 .…, 无 ) 独 立 的 必要 充分 条 件 - 

15. 设 Fi …F 是 一 元 分 布 函 数 . 证 明 : 存在 一 个 概率 空间 
( 瑟 , 肌 , 忆 ? 和 它 上 面 的 独立 随机 变量 广 ,…,.f, 使 对 每 个 二 1,…， 
2a， fi 的 分 布 函 数 诠 为 F. 

16. 证 明 推 论 5. 2. 6. 

17. 证 明 命题 5. 2.7- 

18、 随 机变 其 和 gg 相互 独立 同 分 布 , 证明 ; 

E(flf+e)y=E(gIlf+e)= (+ 8)/2a.s. 

19. 设 (R",B%, 呈 ) 是 一 个 由 率 空间 . 证 明 : 存在 (Rs) 上 的 概 
率 测度 Pi,, 又 对 每 个 二 1,…,n 一 1, 存 在 由 (R*,B 和 ) 到 ( 且 , 汤 n) 概 率 
转移 函数 prr+1《*，" ) 使 


rl 也 3 {Pia pirde) |], Pri te de) 


对 任何 41,…，A,E Bx 成立 . 

20， 证 明 命 题 5. 3.1 之 (1) 和 (2》. 

21. 证 明定 理 5. 3. 3. 

22. 设 { 互 .一 1,2,…} 是 一 元 分 布 函数 列 . 证 明 : 存在 一 个 概 
率 空 间 5 蕊 ,多 ,P) 和 它 上 面 的 独立 随机 变量 序列 {f'n 二 1,2,…}， 
使 对 每 个 x 一 1,2,…， 天 的 分 布 函数 怡 为 FF,- 
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23. 写 出 命题 5. 4. 4 的 详细 证 明 . 

24- 证 明定 理 5. 4.5. 

25. 设 工 是 任意 无 穷 集 . 了 的 有 限于 集 上 的 概率 测度 族 {Ps， 
sE 劝 } 称 为 是 相 容 的 ,如果 

(1) 对 每 个 SE 名 ,Py 是 (RR ,B87 上 的 概率 测度 ; 

{2) 任何 满足 S56CS 的 So,SE 和 {ALE WrstE5o), 有 

Ps,l 及 4 = PscxD-| TE a). 
ER 1€ So 

证 明 : 纵 定 一 个 人 的 有 限 集 上 相 容 的 概率 测度 族 ,可 以 惟一 地 决定 
一 个 相 容 的 有 限 维 概率 测度 族 ;反之 亦 然 - 

26. 证 明史 机 过 程 的 存在 定理 : 设 了 是 任意 无 穷 集 而 

人 Pa 
是 它 上 面 的 相 容 有 限 维 概率 测度 族 , 则 存在 一 个 概率 空间 (2,.F7,P) 
以 及 它 上 面 的 随机 过 程 {f.,+ET). 使 得 对 每 个 4 一 1,2,…, 每 组 
二 ,ET 和 每 组 4 .AE 才 , 有 
Po ea 一 Po ITA). 
et 
27. 设 TCR 是 任意 无 穷 集 ; 
人 天 

是 上 的 分 布 函数 族 . 证 明 : 如 果 对 每 个 4 二 2,3,… 和 每 组 满足 4 一 
< 的 所 ET 有 


1 a 


则 存在 一 个 概率 空间 58,2,P) 以 及 它 上 面 的 随机 过 程 : 产 :reETl， 
使 对 每 个 m 一 1:2,… ,每 组 让 ,ET 区 <t 和 每 组 Xi 
ER, 有 
PO Exit i = han) = Po Th se). 
28. 设 了 是 任意 元 穷 集 而 {F.,t:ET} 是 一 族 一 维 分 布 函 数 .证 
明 ; 存在 一 个 概率 空间 (X.. 多 ,.P) 和 定义 在 它 上 面 的 独立 随机 变 其 
族 {( 记 ,rET) 使 对 每 个 上 ET， 太 的 分 布 函数 怡 为 天 
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初等 概率 论 的 主要 内 容 是 分 昼 对 浮 散 型 和 连续 型 随和 宙 实 量 , 讨 
论 其 概率 分 布 的 描述 和 计算 其 数字 特 证 . 虽然 也 提 到 过 一 些 天 数 定 
律 和 中 心 极限 定理 ,但 对 于 晴 机 变 重 序列 的 各 种 收效 性 的 概念 并 没 
有 也 不 可 能 作 明 确 的 定义 :更 该 不 上 对 定理 作 严 格 的 证 明 . 独立 随机 
变 重 序列 部 分 和 收 仇 性 的 研究 不 仅 在 概 认 论 中 有 基本 的 意义 ,在 数 
理 统 计 中 也 有 许多 应用. 作为 测度 论 应 用 到 概 府 论 的 一 个 例子 ,本 章 
将 对 独 主 随机 普 量 序列 部 分 和 的 收 黎 性 进行 初步 但 是 严格 的 讨论 . 


$1 零 壹 律 和 三 级 数 定理 


设 {f,n 一 1;2,-…} 是 概率 空间 (X, 多 ,P) 上 的 随机 变量 序列 . 
对 每 个 = 一 1,2,…， 记 
,=al{fik =nnt 1,}), 
则 95。 是 多 的 子 oz 域 .它们 的 交 
Sg. 
还 是 一 个 多 的 子 = 域 , 称 之 为 随机 恋 量 序列 (六 ,” 一 1,2,…)} 的 尾 了 
域 . 尾 " 域 中 的 事件 称 为 尾 事件 ;关于 尾 o 域 多 可 测 的 随机 变量 称 


为 尾随 机 变量 - 
例 1 设 ( 户 ,一 1:.2,…} 是 一 串 随机 变量 序列 . 则 对 任何 x€ 


并 ,li 六 (z) 存 在 当 上 且 仅 当 对 任何 正 整 数 lim 六 rw(z) 存 在 . 因 
此 ,对 每 个 六 一 1,2，… 有 

im 六 3 } = (im 大 } € Sn. 
这 表明 {limf3 }E 多 , 即 flim 六 3 } 是 一 个 尾 事件 .类似 地 可 以 证 明 ， 


诸如 “随机 变量 级 数 3 收敛 ”",“ 随 机 变量 序列 前 = 项 的 平均 数 当 
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nc 时 的 极限 limi 3 存在 ”等 等 都 是 尾 事件 . 


例 2 ee 2,…} 是 一 串 随机 变量 序列 . 设 aE 民 ,对 每 个 
N= 二 1,2,… 有 
(im inff, > 2} = {lim inff,_w > a} GE 名 
这 表明 {lim inf 扩 沁 a}€ 多 , 故 lim inf 是 一 个 尾随 机 变量 . 类 似 地 
可 以 证 明 : 
lim supfs, lim inf 二 ln lim sup TF Ef 
等 都 是 尾随 机 变量 . 

对 于 一 股 芍 随机 变量 序列 而 言 , 尾 事 件 的 概率 可 以 是 区 间 [0,1] 
内 的 任何 一 个 数 , 但 是 ,独立 随机 变量 序列 却 有 下 列 Kolmogorov 零 
查 律 所 描述 的 特殊 性 质 . 

定理 6.1.1 独立 随机 变量 序列 任 一 尾 澡 件 的 概率 韭 0 即 1, 任 
一 尾随 机 变量 a-s. 为 一 个 党 数 . 

证 明 ”对 每 个 w==1,2,-…, 记 .多 .一 st ,f/f.). 珀 推论 5- 2.5 
知 也 ,与 吹 ,4 独立 .但 是 多 性 多 41; 政 对 每 个 n 一 1,2,"…， 态 , 与 区 
独立 . 再 应 用 定理 5.2.4, 就 进而 推出 和 -ae( U 山 多 .与 多 独 立 . 
于 是 ,对 任何 AE 多 , 表 4=ANmA， 并 把 其 右 映 的 第 一 个 4 当 作 多。 
中 的 集合 {因为 多 CCC. 多,- 故 这 是 对 的 ), 把 右 端 的 第 一 个 4 当 作 光 
中 的 集合 ,就 得 到 

PCA) = PAN A) = P(A), 
可 见 P(47 一 0 或 1. 第 一 个 结论 得 证 , 如 果 吕 是 一 个 届 随 机 变量 , 那 
么 对 任何 <E 员 ,事件 {&<a} 是 一 个 尾 事 件 , 因 而 PCg 委 c) 一 0 或 1. 
由 此 不 难看 出 : 令 
ao = inila € R: Plg & a) = 1), 
则 对 任何 满足 P(g<<a) 一 1 之 aE 是 有 < 沁 oo, 从 而 由 分 布 函数 的 右 
连续 性 推 知 


Plg ad) limPtg a=l. 
另 一 方面 ,对 任何 4a<<as。 有 Plg 访 a) 一 0, 因 面 
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Plg < 于 ao) 一 LimPCs < av — 1/n) 一 0. 


两 式 合并 即 得 P(e 一 ao) 一 1 第 二 个 结论 亦 得 证 .。 口 
Kolmegorov 零 壹 律 证 起 来 不 能 说 很 难 , 候 是 说 明 的 问题 却 不 


少 . 例如 ,如 果 { 产 ,一 1,2,…} 是 一 个 独立 随机 变 址 序列 ,那么 了 /。 
要 么 a s. 收 伍 , 要 么 ss*. 发散 . 它 不 可 能 以 正 概率 收敛 而 同时 又 以 
正 概率 发 散 ,因为 “随机 变量 级 数 了/ 收 全 "是 一 个 尾 事 件 ! 又 例 


如 ,对 于 独立 随机 讲 量 序列 {fsn 一 1,2,… ,如果 lim 二 立户 ms， 
2 kl 

各 机 的 话 4 第 妈 它 只 能 9:8 地 于 一 个 证 各 休 识 不 可 邓 是 一 个 非 客 开 

的 随机 变量 ,因为 fim inf 二 习 记 和 im sup 六 on 都 是 尾随 机 变 


车 1 

设 {A418 一 1.2 C.F. 令 { 记 一 T41n 二 1,2,…), 则 不 难看 出 

lim sup4, 一 { = =- 
如 果 事 件 {(4.,a 一 1:2,…} 生 多 是 相互 独立 的 , 则 根据 前 面 的 分 析 . 
站 
PUim sup4。) 一 0 或 1. 

这 和 祥 就 引发 了 一 个 进一步 的 问题 : 如 何 判断 Pdim sup4.? 什 么 时 候 
是 0, 什么 时 候 是 1 呢 ? 下 列 Borel-Cantelli 引 理 对 此 作出 了 回答 . 

定理 6. 1.2 (Borel-Cantelli 引 理 ) 设 {4,,5 一 1,2.…) 忆 多. 


加 


(1) 如 果 P04)<oo, 则 


a=1 


POim sup4) 一 0; 

(2) 如 果 {4405 一 1,2,--…)} 独 立 目 SPCAW) 一 必 , 则 
Pim supA, 

证 明 (1) 由 下 列 推导 立 得 : 
Pdim sup4) 一 下 月 U4) — lmP( UA 
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<limD Pra. > 一 0. 


为 证 (2》, 注 意 
ie M4) 


= lim a [a — lim ie 站 [1 一 PCd4。)] 


Meco kroo 


一 lim limexp 


ee{ 
(= 


< lim limexp 


es eo 


~ limexp{ — SPC) 一 0 


即 可 . 口 
设 { 太 } 是 独立 随机 变量 序列 . 本 节 的 下 一 全 任务 是 寻求 级 数 


习 六 as. 收敛 的 必要 充分 条 件 . 今后 ,对 每 个 an 一 1;2，…， 记 


a=1 


= 
并 把 它们 粹 为 { 玉 } 的 部 分 和 
引 理 6.1.3 对 任何 随机 变量 序列 (f.) ，3 fa.s. 收 化 当 且 弘 
当 对 任 给 e>0 有 ee 
lim HmP (mas,|S: 一 S» | 区 se) 一 0. (6.1.1) 


a 
证 明 对 每 个 mm， pan 2 “和 N= 二 n,n 十 1,…, 记 
A {pas 13, — S| > 1/m}, 
则 
def 1 它 
全 人 己 扩 和 发 散 | 一 局 站 WU Ponw 
注意 对 任 给 >0, 有 
{max|Si— S.| 之 eC {max 13. 一 Si 之 引 
EN Me EN 
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TC {max | 一 So| 之 sy2)， 
Pe 


我 们 得 
as. 收 伊 二 PCD) 一 0 
< 
< 一 lim lim limP(D, sw) 一 0 
> lim limP( max |5; — S,| Ee) —0 
no Noo PN 
-一 lim lim Ptmax |S; — So| > 6) — 0. 
ne 
从 而 结论 得 证 . 


设 fELaX,F,P). 大 家 知道 ,对 于 方差 有 著名 的 Chebyshev 
不 等 式 : 对 任 给 e>>0, 有 
P(fF— Efl>0) < 


下 列 引 理 的 前 灶 部 分 可 以 看 作 蚌 Chebyshev 不 等 式 的 推广 . 引 理 的 
后 半 部 分 要 用 到 随机 变量 非 逮 化 的 概念 : 对 于 随机 变量 了 ,如 果 存 
在 aER 使 Ac a.s., 则 称 它 为 (在 a 处) 退化 的 ;否则 , 称 为 非 退 化 
的 . 容易 证 明 : 了 是非 退化 的 当 且 仅 当 它 的 方差 存在 而 且 var/ >0. 
引 理 6.1.4 设 随 机 变量 f.,…,f 相互 独立 , 如 果 Efi 二 0 和 


中 var/<<oo 对 每 个 二 1,.… wn 均 成 立 , 则 对 任 给 6>>0 有 


warf 
Le 


RA > 昌 二 让 辣 o 《6. 1. 2) 

如 果 | 1sC a. s. 对 每 个 一 1,… ,nn 成立 , 且 至 少 存在 一 个 使 帮 
非 退 化 , 则 对 任 给 s 盖 0, 有 

Pimax lS <e) < C+ ef De. 《6. 1. 3) 


Ef 
证 明 ”对 每 个 大 二 1,…,n, 令 
A = {S| ee, NS | elSil 之 = 


则 4 关于 ec(C5:,…y3Se 可 测 且 


def 
4 一 一 {mez lS >e} = U4 


由 独立 性 易 得 
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El(S, ~— SSHAs, ~ ES: 一 S47 * ESiia, = 0) 
站 


E(S. — SY, 一 E(S. 一 SO02 ET 一己 (4 Da, 


Sf 
因而 
ESsTa, = ECSr + Se — 52)°Ta, 
= ESIs, + 3E(S。 一 $1)Srla, 
+ ECS. — SO 
— ESila + PA) 2) of 
Es 
> ES3Ta (6.1. 4) 
由 此 可 见 ， 


Pm lS > = FU 


一 六 Pa TEL, 


fi 


< 说 忆 ESH < 在 4 上 1S,| 之 <) 
ee 
所 ES 《用 (6.1. 4) 式 ) 


-ee 


全 


《6. 1. 2) 式 得 证 . 如 果 | 矿 | 志 C a-s. 对 每 个 上 一 1,…,n 成 立 , 则 


ESiIa=— DlESIT, 


[rd 


一 PES, + PD Pa 


二 对 1 


《用 《6.1.4) 式 》 


<[crort Sapay 


41 t=1 


(在 4 上 4134 委 | 大 1 十 1Se 委 CC 十 时 
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< [tot YapPen, 


r= 


因而 
Di= ES: = ES + ESIx 
i 


<[Cret To]Pe) + aPCA) 
2 
CFO + PA DA. 
佑 


和 如果 存在 上 使 疡 非 退 化 , 则 > Yaj>0, 国 而 上 式 等 价 于 56. 1. 3). 口 
多 


设 子 是 概率 空间 ( 刁 , 多 ,P) 上 的 随机 变量 , 在 今后 的 讨论 中 ,我 

们 将 假定 f 赖 以 定义 的 那个 概率 空间 是 如 此 之 “大 ”, 在 它 上 面 定 义 
着 一 个 与 了 独立 间 分 布 的 随机 变量 广 , 因 而 也 定义 着 了 的 对 称 化 随 
机 变量 六 fy 一 .这样 的 假定 并 不 会 失去 一 般 性 . 事实 上 ,如 果 
(六, 多 ,P) 没 有 想像 的 那么 “大 ”就 在 乘积 测度 空间 (了 .7 ,PP2) 上 
定义 两 个 随机 变量 

(TYy) 一 了 (Cr)，YCzy) € Xs 

BT) 一 CO)，Y(Crsy) EE XK?. 
那么 这 两 个 随机 变量 g,g' 显然 相互 独立 而 且 都 与 了 有 相间 的 分 布 . 
以 专人 代替 三 , 则 分 布 的 性 质 并 未 有 任何 改变 ,而 & 项 以 定义 的 概率 空 
间 却 被 “放大 ”到 符合 以 上 的 要 求 . 类 似 的 技巧 也 用 到 随机 变量 序列 
上 . 设 { 记 ! 是 概 闪 空间 (XX,- 记 , 户 ) 上 的 随机 变量 序列 . 我 们 也 认为 
{ 无 } 赖 以 定义 的 那个 开 率 空间 是 如 此 之 “大 ”, 在 它 上 面 定 义 着 一 个 
与 { 态 } 独 立 间 分布 的 随机 变量 序列 { 产 } ,因而 也 定义 着 {f.} 的 对 称 
化 随机 变量 序列 


def 


Es 和 
命题 6.1.5 设 { 矿 } 是 独立 随机 变量 序列 ,而 且 对 每 个 "一 1,2， 


var 六 <co. 如 果 辣 cco, 则 立 庆 as 


nl a=1 


def 


… 均 有 开矿 一 0 和 到 
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收敛; 反之 ,如 果 对 每 个 za 一 1.2.…- 的 有 | 六 |<Cas 上 且 袜 刀 as 收 


你, 则 T os<o0, 
证 明 由 引 理 6. 1.4 立 得 : 对 任何 e2>0 有 


.1s 
PCOmax,lS, — 5,! 之 申 碌 站 多 
可 见 当 站 中 <<co 时 ，(6.1. 1) 式 成 立 - 根据 引 理 6.1.3, 这 表明 


可 a.s- 收 化 ， 


第 -一 部 分 证 毕 . 以 下 证 第 二 部 分 . 易 见 : 如 果 每 个 刻 都 a.s. 是 -个 
常数 ,所 要 的 结论 显然 成 立 . 因此 无 妨 设 存在 正 整 数 No 使 fw 非 退 
化 , 即 oh 之 0. 设 {7} 是 与 { 闷 }) 独 立 同 分 布 的 随机 变量 序列 ，{f; 一 


大 一 太 ) 是 (的 对 称 化 序列 . 记 5; 一 总 访 , 则 


i 


大 as 收费 一 总 放 a.s. 收 人 


一 也 fa,s. 收 人 
Fl 
Puplit 
mh 
一 -~ limP(suplS,| <m) 一 1 
一 I] M 之 1 使 PGuplS;| <<M) 之 填 


M1 使 P(max |S:| 之 My) 之 十 
TN 2 


对 每 个 NN 二 1,2,… 成 立 . 
但 是 ,对 每 个 = 一 1,2,-…, 我 们 有 | FF<2C a.s. ;EE 一 0 和 var 广 一 
2 吧 , 故 由 不 等 式 (6. 1. 3) 推 出 


1 
广 扫 书 SS 
PCmagls:| < M) 
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< (2C 4 MY Svarcf) 
A 
一 C2C+ Myf L232], 


x 
即 >1ct<(2C 十 M): 对 每 个 N 之 No 成立. 由 此 可 见 
各 


os (2C + MY) < oo0. 
命题 的 第 二 部 分 证 完 . 口 

最 后 我 们 来 证 明 关于 如 何 判 断 一 般 独 立 随 机 变量 序列 (方差 不 
一 定 存在 ) 级 数 是 否 收 傅 的 Kolmogorov 三 级 数 定理 . 

定理 6. 4.6 (Kolmogorov 三 级 数 定理 ) 设 {( 大 } 是 独立 随机 变 


”让 4 


量 序列 . 级 数 31/,a. s. 收敛 的 必要 充分 条 件 是 对 某 一 个 C0 或 对 
任意 的 Co, 下 列 三 式 成立 ; 


了 (6.1.5) 
2 

2 Efe 收 伍 ; < 
DE ~ 《6.1.7) 


Ep 


证 明 Se 届 刘 人 寺 攻 站 
立 随 机 变量 序列 . 
首先 证 明 : 如 果 (6. 1.5) 一 (6.1.7? 式 对 某 个 C 盖 0 成 立 , 刚 


如 as 收 钱 . 


由 命题 6.1.5 知 ，(6.1. 7) 式 蕴含 局 CS_EAc) as 收 全 由 后 者 
加 上 (6.1.6) 式 又 推出 We 

Se a.s- 收效 . 《6. 1. 8) 
由 《6.1- 5) 式 可 见 


176 " 菜 六 章 ”独立 随 机 变量 序列 


BP, zf) FPdAl >0 < 


| 
故 应 用 定理 6.1.2 立 得 Pdim sup{ 产 一 751 一 0, 即 
Plimin{{f. 一 天 门 一 1 《6.1.9) 


注意 对 任 给 ze lim inf( 产 = 产 } ,存在 正 整数 > 使 产 (z) 一 产 Cz) 当 
3 几时 威 立 , 故 上 式 表 明 ,级 数 环 凡 与 立 拓 同时 ss 收 做 或 


时 a. s. 发 散 . 于 是 由 (6. 1. 8) 式 推 知 立志 a.s. 收敛 . 


其 次 证 明 : 如 果 ba a.s. 收 佑 , 则 (6.1.5)~《6.1.7) 式 对 任 


意 C>0 成 立 . 溃 实 上 ， 由 于 
{lim sup| 户 | CC} Olim supt| 大 | > 和 


我 们 有 
> a.s. 收 裔 一 1f,. 0 
一 Pdim sup| 太 | 袜 C) 一 0 
一 Pim supi 刀 | >C})—0. (56. 1. 10) 
据 Borei-Cantelli 引 理 ，(6. 1. 10> 式 歼 含 (6. 1. 5) 式 对 任意 C>0 成 


立 . 另 一 方面 , 《6. 1. 10) 式 还 蕴含 (6.1.9) 式 ,从 而 (6. 1.8) 式 成 立 . 
因此 ,对 {5} 用 命题 6.1.5 后 半 部 分 的 结论 , 即 得 (6. 1.7) 式 , 最 后 ， 


对 /一 7 人 用 命题 6.1.5 前 半 部 分 的 结论 , 知 站 Cf 5 一 E74. s. 


xi 


收敛 . 因为 加 丰 和 和 三 cr EC) 都 a.s. 收 化 ,所 以 袜 E7s 几 收 
铺 , 即 (6.1. 的 式 也 成 立 , 
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初等 概率 论 中 曾经 分 别 对 离散 型 和 连续 型 的 独立 随机 变量 序列 
得 到 过 如 下 的 Chebychev 大 数 律 : 如 果 {f.}CL 是 独立 随机 变量 序 
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列 ,而 且 存 在 C>>0 使 var 关 所 C 对 每 个 = 一 1,2,…" 或 立 , 则 有 
ek 7 
2 
这 类 关于 随机 变量 序列 部 分 和 依 概 率 收 敛 的 回 题 , 称 为 绊 大 数 律 . 类 
似 的 问题 ,但 不 是 讨论 依 概率 收 敏 ,而 是 讨论 a.s. 收敛 , 则 称 为 强大 
数 律 . 本 节 将 讨论 独立 随机 变量 序列 的 强大 数 律 : 一 个 是 关于 一 般 
独立 随机 变量 的 强大 数 律 ， 另 一 个 是 关于 独立 同 分 布 随机 变 基 序列 
的 强大 数 律 . 这 两 个 强大 数 律 的 主要 工具 是 8 1 的 Kollmogorov 三 
级 数 定理 ,所 以 都 叫做 Kollmogorov 强大 数 律 . 作为 准备 工作 ,我 们 
先 证 明 关于 实数 列 的 Kronecker 引 理 - 
引 理 6. 2. 1(Abel 引 理 ) 设 对 每 个 =1,…,n, crvdsEE RR 并 记 


6: 一 2272, 则 


a 


Dlads = Ds 一 ct)Br + cba, 
ba Ei 


证 明 略 ， 
引 理 6. 2. 2 设 对 每 个 二 1,2,"…, twER,v 之 0. 如 果 limw. 一 


wuER 和 和 Dw = ,由 
tt 


证 明 略 . 
命题 6.2. 3CKronecker 引 理 ) 设 对 每 个 二 1,2,*…, ansbn 所 RR 


且 0<5b 相 oo. 如 果 立宪 收 敏 , 刚 


lim 3 Dla = 0. 
Wo Wn kel 


证 明 对 每 个 z 一 1,2,…，, 取 cm 一 名 和 吕 一 ao, 则 由 引 理 
6.2.1 得 


1 1 ee 
po 
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二 一 3 i 


br Et 全 人 


一 1 中 


a CP CD 二 二 3 《6.2.1) 


于 引 理 6. 2. 2 中 取 z 一 玉 一 和 加 一 笃 ( 令 加 一 mm 一 0) ,由 


引 理 6.2.2 知 ,6. 2.1) 式 有 端 第 一 项 趋 于 一 六 全 ,与 第 二 项 的 极 
限 正好 差 一 个 符号 . 可 见 命 题 结论 成 立 ， 
Kolmogorov 第 一 个 强大 数 律 可 由 Kronecker 引 理 直 接 得 到 . 

定理 6.2.4 设 {/.}CL, 是 独立 随机 变量 序列 . 如 果 法 = 
一 = , 则 


Sr— ES, *s, 0 £6. 2. 2) 
四 


证 明 由 命题 6. RE 5 闭合 
Ea 


五 一 EA ss. 收 敏 . 


但 据 Kronecker 引 理 ， 后 者 又 效仿 C6. 二 
为 了 推导 Kolmogorov 关于 独立 同 分 布 随机 变量 序列 的 强大 数 
律 , 还 需要 两 个 引 理 . 


引 理 6.2.5 如 果 fELs 则 二 Errirs<eo， 
| 
证 明 人 
Se 
3 niEf Tnen = 和 Er Tc 


Tai lrlen 习 翅 


ei Ti er 及 nr 1 1 
2 忆 汪 
1 


了 Tree 
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2 EL ne 


= 2EIlfl < “~. 口 
引 理 6.2.6 如 果 { 矿 }CZ 居 独 立 同 分 布 随 机 变量 序列 , 则 
3 二 [太一 EAT 4cw] a.s. 收敛 . 人 


bel 


证 明 ”对 每 个 * 一 1,2,-…, 令 
= FLL. — EFTel, 


则 Eg- 一 0 上 且 
1 
varg = paELfiloniem — EAT pn) 
1 
SS Efi ， 


从 而 由 引 理 6. 2.5 推 知 varg,<<oo. 根据 命题 6.1. 5, 这 表明 


a 


< 
;es EfenJ" 加 8 a.s. 收 化 ， (6.2 人 


有 
EP flrren) 一 Srarn nan) 
POAl2n 


扫 | 方 | 女友 十 1 


于 | 
i 


中 
Ms is it 
M* is 
be 中 


《< | 六 | 一 二 十 1 


? 


一 ZIAP( 反 | 六 | < 上 十 了 
Ee 


EIN| < co 
故 由 Borel-Cantelli 引 理 推 知 (6. 2.4) 和 C6. 2.3) 式 等 价 ， 口 
定理 6.2.7 设 {f.} 是 独立 同 分 布 随 机 变量 序列 .如果 EI 有 n|<< 
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co * 则 
字 全 EAs 《6. 2. 5) 
反之 ,如 果 lim.Ss/n a. s. 存在 , 则 王 | 癌 j<<cc 而 且 limSojn 就 a.s. 等 
Ee 
证 明 ” 先 证 第 一 个 结论 , 如 果 王 | 六 1|<co: 则 由 引 理 6. 2.6 得 
C6. 2. 3) 式 . 再 用 Kronecker 引 理 又 得 


i 1 a 
一 Ef Do Lf — EFTsism] 5- 
天 1 如 f=1 


但 是 ,在 条 件 下 | 六 |<coe 之 下 , E 六 Tinisa 一 开 万 ,从 而 


lpr 
EFT 一 下 万， 
1 


故 (6. 2.5) 式 成 立 ， 
再 证 第 二 个 结论 . 如 果 lim5s/n a.s. 存在 , 则 


五 So nn 1 .Se as 
下 四 站 下 


这 表明 Pdim sup{|f.| 沁 #)) 二 0, 从 而 由 Borei-Cantelli 引 理 推出 


SPAUAI>0) = DPUfl>n) < 
rt Ea 
由 此 可 见 
到 地 时 来 EA an 
二 


IAAP( 一 1 到 | ER) 


t=1 


从 


-HpaI 


t=1 :=1 


一 p33 2 1 < | 


==1 f= 


一 DPUA|Pn) < 


a 


用 已 证 之 第 一 个 结论 又 知 limS./n a. s. 等 于 Eh. 
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Kolmogorov 的 第 二 个 强大 数 率 说 明 : 独立 同 分 布 随机 变量 序 
列强 大 数 律 (6. 2. 5) 式 成 立 当 且 仅 当 该 随机 变量 列 的 共同 期 望 存在 . 
这 个 结论 的 充分 性 部 分 可 以 进一步 地 推广 如 下 . 

推论 6.2.8 设 { 万 } 是 独立 同 分 布 随机 变量 序列 . 如 果 Ef1 有 
意义 , 则 

Ef. 
下 面 是 强大 数 律 的 一 些 例 于 . 
例 1 熟知 ,每 一 个 z€ C0,1J 都 有 所 亩 二进制 表示 : 
z = 0. (2) fi(z2), 
其 中 对 每 个 一 1,2,…,fi(z) 一 0 或 1, 为 了 使 表示 方法 惟一 ,规定 
C2) rz)… 中 必须 有 无 穷 多 个 1. 例如 : 1 表 为 0.11…; 1/2 表 为 
0. 011… 面 不 是 0.100…; 1/4 表 为 0. 0011… 而 不 是 0,0100…:#: 如 此 
等 等 . 考查 概率 空间 ((0,1],(0,1] 站 到 e,] 上 的 映射 序列 {F,= 一 1， 
2 
万 (=)》 一 0<>= € (0,1/2]» 
falz) 一 0 二 >z € (0,1/4] U (1/2,3/4]; 


可 见 这 是 一 个 随机 变量 序列 而 且 对 每 个 训 =1,2,*… 有 
Xf 一 00) 一 2 一 1 二 二 
男 一 方面 ,对 每 个 4 二 1,2,… 和 个 非 0 即 1 的 数 z1,…,z, 又 有 
A 一 各 一 
所 以 随机 变 基 序列 { 疡 ,天 一 1,2,…} 是 相互 独立 的 .注意 
FE 六 一 0x 坪 +1X 寺 一 二 
作为 定理 6. 2.7 的 一 个 特殊 情形 ,我 们 得 
可 记 避让 j= 


入 们 一 般 把 =E 《0,1] 中 满足 lm 二 习 玉 (x) 一 十 的 那些 数 称 为 正 
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规 数 . 该 例子 表明 : 《0,1] 中 由 正规 数 的 全 体 组 成 之 集 的 Lebesgue 
测度 为 1- 
例 2 考虑 由 9 和 1 两 个 数组 成 的 集合 {0,1). 以 F 记 由 {0,1} 

的 一 切 子 集 组 成 的 o 域 , 即 . 密 二 {名 ,{0}),{1}),{0,1)). 在 .7 上 定义 
概率 测度 y 使 

pl 一 户 和 AtoD = gl1—p, 
其 中 0<a<1. 把 可 列 个 概率 空间 (1{0,1) ,让 的 乘积 空间 记 为 
CY,50,P); 妈 Y= 一 10,1}~“ 和 2 一 字 ” 和 而 对 每 个 ”一 1,2,…- 和 每 组 
非 9 即 1 的 六 ms 有 

Pm 一 ma 一) 一 Tacty), 


这 持 沼 用 第 五 章 §3 的 符号 ,用 x 表示 投影 映射 . 易 见 {fxn 一 1,2， 
一 1 是 概率 空间 (Y,57,P》> 上 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 ,其 共同 的 
分 布 是 


Plm — 1)— ps 

Px, = 0) 一 9. 
以 NN 记 由 Y 中 这 样 的 元 素 y 一 (yi,ys，…) 组 成 的 集合 ,对 于 它 ,存在 
正 整 数 = 使 对 一 切 & 六 z 均 有 yi 二 0. 易 见 


= > limg" = 0. 


2 


令 玉 二 N' 和 名 一 N' 门 7, 则 (X,. ,PP) 还 是 概率 空间 且 {r,syn 二 1， 


2,…} 是 该 概率 空间 上 独立 具有 相同 分 布 的 随机 变量 序列 . 注意 Er 
二 ;由 强大 数 律 立 得 : 在 裕 率 空间 ( 素 , 史 ,PP) 上 有 


lim LT Dl =pa.s,. 
= 


凡生 
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综合 例 1 和 例 2, 我 们 在 下 面 米 构造 一 个 奇异 型 随机 变量 的 例 
子 . 
例 3 和 考虑 从 例 2 的 (X, 包 ,也 ) 到 例 1 的 可 测 空间 (00,1]， 
(0.1_ 门 . 室 x} 的 随机 变量 
B: (ztozare) E KX 0,2 €E (0,1]. 
易 见 是 -对 -的 .双向 可 测 ( 即 g 和 x :都 可 测 ) 的 满 映 射 . 义 不 难 
看 出 : 对 任何 = 一 0. ziz2*…E 《0,1]; 有 
Plg = zx) Pm 一 Zasn 1.2.…) 和 
所 以 g 的 分 布 函数 连续 . 由 于 g 把 (X,.) 1 的 随机 序列 (fr 一 1 
2 中 变 成 为 (C00,1],(0,1J 门 汤 x) 上 的 随机 变量 0. mm …, 记 


{0. mma E 0,1]: lm =p)， 
则 由 例 1 的 结论 得 464 =1. 另 一 方面 ,由 例 2 的 结论 和 定型 
条 
Pa Ca 一 Ps An) 
=P lim HT Sap =1. 

如 果 p 关 172, 则 4C4iz, 因 而 Pg (44) 二 1. 这 说 明了 & 的 概率 
分 布 与 工 测度 奇异 . 因此 ,sg 是 概率 空间 (X ,天 ,P) 上 的 奇异 型 随机 
变量 . 
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设 ( 民 ,有 ,已 ) 是 一 个 概率 空间 而 8 是 XX 上 的 复 什 函 数 .把 g 的 
实 部 和 虚 部 分 别 记 作 Reg 和 Img, 即 g 一 Reg 十 ilmg. 如 果 Reg 和 
Img 都 是 可 积 的 , 则 称 中 是 可 积 的 ,并 把 
Eg -AL EReg) 4 iE(Img) 
叫 敌 它 的 积分 . 以 lg1=~ (Reg)* 一 (Img)* 记 & 的 模 , 则 有 
max{|Reg|,|Img|}; < |g| < IRegl + lImgl. 
由 此 可 见 , g 可 积 当 且 仅 当 |1& 可 积 而 且 不 等 式 
lIEe| < Elzg| 《6.3.1) 
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成 立 . 
设 f 是 概率 空间 (X,.,P) 上 的 随机 变量 . 由 于 je |1=1, 故 对 
每 个 上 Re 一 cost 十 isin 凡 是 (X, 多 ,PP) 上 的 复 值 可 积 函 数 . 对 每 


个 zER, 令 


$01) — Ee EE Ecost#f) + iEsin(#). 


我 们 将 称 5 为 1. v. 的 特征 函数 - 如 果 r.v. 的 分 布 函 数 为 F, 即 
一 五: 刚 利用 公式 53.4.1) 可 以 把 上 的 特征 函数 4 用 它 的 分 布 函 数 
的 上 上 -S 积分 表 为 

$1) =— Ee 一 Ecos(tf) + iEsin (tf 


= | costrdF (zx) -| i sintxdF Cry 
a 


Ef edF Cz). 
x 


任意 给 定 d.f. ,对 任意 的 :ER 民 , 定 义 
$00) = [ed tx), (6.3.2) 


并 称 #$ 为 下 的 特征 函数 . 正如 第 二 章 8 5 所 指出 的 ,任意 一 个 d.f. 五 
都 是 某 个 随机 变量 的 分 布 通 数 . 因此 ,在 提 到 特征 函数 的 时 候 , 既 可 
以 把 它 看 成 是 某 个 分 布 画 数 的 特征 函数 ,也 可 以 认为 它 是 某 个 随机 
变 吉 的 特征 函数 . 特征 函数 是 由 英文 characteristic function 翻译 过 
来 的 ,常常 缩写 为 c. 开 . 

例 1 在 ER 处 退化 的 r.v. 了 的 特征 函数 是 

人 

特别 地 ,如 果 f=0 a.s, ; 则 =1. 

例 2 设 aERI 和 5ER. 利 用 著名 的 积分 公式 


ecosbrds = VEe 
并 注意 对 任何 1:€ Re ?sintz 作为 zE 召 的 函数 是 一 个 奇 丽 数 ,可 
求 出 标准 正 态 分 布 函数 的 特征 函数 是 


2 
costzdz 


et 
$7)= 专 三 : 
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EN 
To 

Ey 
nt 2 


例 3 对 每 个 zxERR, 令 


1 
P(e) 一 RI 
具有 和 密度 函数 的 分 布 范 数 称 为 Cauechy 分 布 钞 数 . 设 5€R. 利用 著 
名 的 积分 公式 


cosa 和 区 
tr 
并 注意 对 任何 :ER， 党 等 作 为 +E RR 的 西数 基 一 个 页 函数 ,可 求 出 
Cauchy 分 布 函 数 的 特征 函数 是 
11™” costz 2 COStx 上 
$0 一 dr dr 


在 讨论 特征 函数 的 性 质 之 前 , 先 引进 一 个 初等 的 积分 公式 - 
引 理 6. 3.1 对 任何 正 整数 x 和 xER, 有 


ne : 
Sy i faef de [esdn, 工 汪 0， 
er Sic 一 
人 (一 5 de dr J: endi, z<O. 
(6, 3, 3) 


证 明 我们 仅 对 z<0 的 情况 证 明 ,z 实 0 的 情况 相对 来 说 要 更 
简单 些 . 当 = 一 1 时 , 易 见 对 任何 <<0 有 


宇 i eae—— i[ [eosae i ae] 
—— i[— sinz + i(cosz — 1)] 
一 cosz +isinr — 1 
二 es 一 1, 
故此 时 (6. 3. 3) 式 成 立 , 如 果 ({6. 3. 3) 式 当 二 时 成 立 , 则 当 mn 二 十 
1 时 有 
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于 是 由 数学 归纳 法 知 ,(6. 3.3) 式 对 任何 正 整 数 。 成 立 ， 三 
从 56. 3. 3) 式 直接 可 得 : 对 任何 xE 灵 有 


oD | a ae 


zz 
tt 
rt Dr 
由 此 又 可 得 
-Ye + S| (ey z| 
~ 沁 记 和 | 冯 |+ nl 
2 
i 
两 者 合 在 一 起 即 知 
i 人 Jr 2 
本 将 加 min{ 可 二， | ) 《6. 3. 47 


对 任何 xER 和 任何 wx 二 0,1,2,… 成 立 .后 者 正 是 我 们 今后 要 常用 的 
一 中 不 等 起 ; 

下 面 讨论 特征 函数 的 性 质 .根据 我 们 的 需要 ,将 只 介绍 它 的 五 条 
性 质 . 首先 是 上 列 最 基本 的 性 质 . 

命题 6.3.2 特征 函数 #$ 满 足 

《1) $0)=1s 

(2) (CD 11, ViER; 

(3) $5 在 民 上 … 致 连续 . 

证 明 (1) 最 然 .(2) 可 由 定义 和 (C6. 3. 1) 式 得 到 . 于 不 等 式 
《6,. 3. 4) 中 取 n=0 得 : 对 任何 xER 有 
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le 一 1 委 |>|- 
因此 ,如 果 % 是 r.*. /的 特征 阔 数 , 则 有 
IgG 十 AAD 一 $1= lIELe ®t 一 ec]| 
El 
这 说 明 ({3) 也 是 正确 的 . 口 
第 二 个 性 质 用 来 说 明 随 机 变 其 了 的 矩 与 它 的 特征 函数 的 导数 
之 间 的 密切 联系 . 
命题 6.3.3 设 # 是 随机 变 基 了 的 特征 画 数 . 站 果 和 的 类 阶 写 
存在 , 则 # 的 六 阶 导数 多 存在 , 且 对 每 个 4E 如 有 
BHA 一 Ef re. (6.3.5) 
特别 地 ,下 列 关系 成 立 : $C(0) 一 YE 
证 明 对 任何 :ERR, 表 
EH) 一 gt Fewre 一 1 
和 


但 由 (6. 3.4? 式 知 


ov 
ae i 
如 果 r.v. 地 的 一 阶 矩 存在 , 则 由 Lebesgue 控制 收敛 定理 推 得 
BE 十 Az) 一 gt 


ps 
$= lm 
Ca 
一 Feelim e 二 
Ee lim 
二 


这 灌 明 当天 一 1 时 (6- 3.5) 式 成 立 . 假设 (6. 3. 5) 式 对 = 二! 成立, 那么 
运用 类 似 的 推理 可 以 证 明 它 对 = 二 i 十 1 也 成 立 , 于 是 由 数学 归纳 法 
证 得 (6. 3. 5) 式 . 在 (6. 3.5) 式 中 令 :一 0 即 得 ge (0 一 ji 旺 产品 

第 三 个 性 质 说 明 : 独立 随机 变量 和 的 特征 函数 可 以 表 为 单个 随 
机 变 基 诸 特征 函数 之 乘积 . 

命题 6.3.4 如 果 和 应,… ,内 分 别 是 独立 随机 变量 广 ,… ,fs 对 应 
的 特征 函数 ,对 每 个 :ER, 令 

gatt) = [$s 
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则 gg 是 5S,= 刻 十 … 十 f, 的 特征 函数 . 
证 明 当 = 一 2 时 ,结论 由 下 列 推 理 可 得 ， 
站 (一 下 er*Ca+7ay 
= Ecose(fi + f2) + iEsint fi + f2) 
= E(costf\costf,) — Elsint hsintf,) 
+ iCECsins ficostfs) + ECcostfisinef2)] 
(初等 三 角 公 式 》 
= EcostfiEcostf; 一 EsintfiEsintfs 
十 i[Esintf\Ecostf; + Ecost fyEsintf;] 
《独立 性 ) 
一 (EcostP + iEsintf)Ecostf; 
+ iCEcostf) 十 isintf1)Esint fs 
( 写 一 1 = 二 2) 
= (Ecostfi + iEsintf1) (Ecostfs + iEsint fs) 
= (Ee ) (Ee"?) 一 C820). 
由 此 出 发 ,用 数学 归纳 法 即 可 证 得 命题 . 
给 定 d.f. 五 , 它 的 c.f. % 可 通过 (6. 3.2) 式 表示 出 来 . 反 过 来 ， 
dt 互 的 c.f. # 是 不 是 也 可 以 把 df FF 表示 出 来 呢 ? 被 称 为 反 演 公 
式 的 第 四 个 性 质 对 此 给 出 了 肯定 的 回答 
定理 6.3.5 如 果 #$ 是 d.{f. 下 的 特征 函数 , 则 


T 


和 
FO — FO) -dlm| de 


2z 并 -JJ Tr 


对 任何 a,8€ER 成 立 , 这 里 
a EP 
ee ime eb a, 
3 二 Ey A 


而 对 每 个 XER， 


Feir) = E22 十 2 一 0 
证 明 ”无妨 设 4a<6. 注意 
ew 
|: eh 


S16 al, 
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由 Fubini 定理 易 得 


a 
de 


ES {J evarcz) dt 


et ee 
一 沁 [arcz)| 和 ed 
县 一 了 = 


但 是 ,对 于 任意 固定 的 a,6, 关 生灵 [ce 一 ee /一 巧 的 实 部 和 虚 
部 分 别 是 变 基 :的 奇 函 数 和 偶 函 数 , 故 进 而 得 


1 T sint (x — b) 一 sint(z — a) 
Tr = dF) 二 dt 
由 于 
,fT sine ”sing x 
lm|, = | i 
又 由 于 对 任何 TT>>0 和 aER, 我 们 有 
I sinat 
sinat js_ 
o 
a>0, 
5 ze 一 0 


所 以 上 面 得 到 的 Ir 的 表达 式 中 第 二 个 积分 号 内 的 函数 对 T>0 是 
一 致 有 界 的 , 注意 
人 sine(z — 6) 一 sintCz — a) gp 


= 


WT 
和 a<rb, 
由 Lebesgue 有 界 收 伍 定理 就 推 得 


lim rz | arc 三 Sintkz 一 力 ) 一 sintKz 一 Ed 
a 


Te be 


| Ta 或 + 之 6， 
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Lear YY 


工 
2 
十 去 [EC - Fl - 0)] 

= FD)— Fa). 0 
以 ,多 s 记 由 所 有 这 样 的 (a,5j 组 成 的 集合 ,其 端点 a 和 5 是 下 的 


连续 点 .如 果 (a,p]e 芝 且 & 闫 5; 则 (Ca,65]) 一 0; 如 果 &<5, 则 
Ar{ab) Oo Fb) — Flay 
a 
ER 


由 二 纪 , 形成 一 个 x 系 而 二 .加 一 on), 故 由 命题 2. 3. 1 推 知 : 忆 
导出 的 L-S 测度 和 由 其 特征 函数 惟一 决定 . 这 样 , 我 们 就 内 反 演 公 
式 得 到 如 下 的 惟 . -性 定理 . 

推论 6.3.6 分 布 函 数 由 其 特征 泪 数 惟 - -决定 . 

特征 函数 是 研究 分 布 函数 强 收 和 伍 和 随机 变 划 序列 依 分 布 收敛 的 
有 力 工 具 . 其 理论 根据 是 如 下 的 被 称 为 连续 性 定理 的 第 五 个 性 质 . 

定理 6.3.7 分 布 函数 序列 { 开 ,na 一 1 2 有 弱 收 和 伍 到 分 布 冰 数 
天 的 必要 充分 条 件 是 对 应 的 特征 函数 序列 点 点 收敛 到 已 的 特征 光 
数 ， 

定理 6. 3. 7 充分 性 部 分 的 证 明 是 容易 的 . 事实 上 , 它 只 是 习题 3 
第 25 题 的 - -个 推论 . 但 是 ,我 们 将 要 证 明 的 是 - -个 比 定理 5. 3.7 的 
充分 性 更 强 一 点 的 结论 . 如 不 男 作 说 明 , 我 们 将 以 (加,n==1,2,…} 和 和 
$ 分 别 表示 分 布 消 数 序 列 和 8, ,x 二 1,2,-…} 和 分 布 函 数 F 的 特征 孙 
数 . 

定理 6. 3.8 如 果 屎 .一 > 下 , 则 对 任何 了 >>0, 加 (一 gc 在 区 间 
[一 工 :,T 上 一 致 成 立 . 

证 明 对 任何 M,NER 和 M<<N, 利 用 分 部 积分 公式 {推论 
5.1.8) 易 得 

[we dr) = eFCN) — eFCOM) 一 i see)ay; 


Mm 
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| erdh.Cr) 一 eFCN) — evip, CM) 一 过 eFCy dy. 
cu] 人 
把 以 上 两 个 式 子 相 减 便 得 到 
[| edFsCz) 一 J edF(z) 
NT CN] 
eFCN) — FON}YJ] — ev[F,(M) — F(UM)] 
一 可 eSLF.y) — FCOyYJdy. 
GN) 
于 是 ,我 们 有 表达 式 
和 一 一 |[ erdF.(z> —| edF(z) 
Co MUCN,o) 
+ eTEFAN) 一 下 (CND] — eFCMY — FLM)] 


CU 


Ce MIU EN seo 


二 让 eR 一 下 Co dy 
ro 


下 
MN) FIM NY + TN) 


FTC) + Ts MN). (6. 3. 6) 
任 给 e>>0, 取 下 的 连续 点 M,N 使 M<N 且 
FM) + {1 — FN] < e, 
则 
[TAM SE FCM + [1 — FONY) < ee. 
由 于 .一 mF 有 上 且 M,N 是 户 的 连续 点 , 故 当 充分 大 时 还 应 有 
[st IE IFANY — FON)| < ee, 
[a EFM) — FIOM)| <e 
和 
(TMD FM 二 TI 一 下 CN e. 
最 后 ,由 于 玉 .(y) 习 FF(y) 对 CM,NJ 中 所 有 下 的 连续 点 成 立 , 故 对 区 
间 CM,NJ 上 的 测度 而 言 有 下, 一 下 a.e. .于 是 ,由 Lebesgue 有 界 收 
化 定理 就 又 得 


lim ee2LCFCy) — F(y)Jdy 一 9， 
Ny 


oo) om, 


从 而 当 充分 大 时 
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os MM ST, ee) — roy1dy| <e 
对 一 切 上 1 志 T 成 立 . 这 样 定理 的 证 明 就 经 由 (6. 3. 6) 式 而 完成 。 [] 
为 了 完成 定理 5. 3. 7 必要 人 竹 部 分 的 证 明 , 需 要 对 于 弱 收 化 育 关 
的 性 质 进行 更 深入 的 讨论 . 首先 ,我 们 要 证 明 下 列 命题 . 
命题 6.3. 9(Helly 引 理 ) 对 任何 分 布 函数 列 {Fs,z 一 1:2，…} 
存在 一 个 满足 不 o0 的 正 整 数列 in4,& 二 1,2,…} 和 一 个 准 分 布 函 数 
G, 使 对 每 个 xER 有 0<GCr) 志 1, 而 且 
F,—G. 
证 明 ”把 有 理 数 排列 成 @== fm,72…). 对 序列 {F.7D sn 一 1， 
2,…), 取 正 整 数列 的 子 列 01) <m(2) 呈 … 使 
lim Prew rt) 一 SGrD 
对 甘 个 gr )E[o,1] 成 立 . 对 序列 {FetrD) ,mm 一 1,2,…)} ,再 取 正 
整数 列子 列 fmCo0 ym 二 1,2,* 下 的 闻 列 Rat1)<r2 (02) 二 … ,使 
lim Fs C73) = g (7) 
对 某 个 gCra) [50,1] 成 立 . 如 此 继续 ,对 记 之 2, 我 们 取 {ne_1Cm),m 二 
152,……} 的 子 列 吉 (01) 一 m4《2) 一 …, 使 
lm Fw ra) 一 BCri) 
对 某 个 &Gr 和 所 [0,1] 成 立 . 对 每 个 大 一 1 2， 念 加 一 加 () ， 则 (fx 大 
一 1,2,…} 是 诸 子 列 
{ (ra 一 1 2 一 1 2 
的 公共 子 列 , 因 而 对 任何 "EQ 有 
limF,,(r} = g(r). 
令 GCz) 一 inf{g(r); rr 之 x}. 不 难 验 证 : G 是 准 分 布 函 数 ,对 任何 xz€€ 
及 满足 D<<GCz)<s1 ,而且 fF. 一 GG. 
Helly 引 理 中 的 那个 准 分 布 函数 G 当然 不 一 定 是 分 布 函数 . 事 
实 上 ,对 每 个 2 一 1:2，… 令 


Fa | 


0， 工 矢 2， 
Ls ny 


则 {Fn 二 1,2,…}) 是 一 个 分 布 函 数列 . 易 见 对 每 个 ER 有 FCT 
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0, 但 极限 函数 CG= 一 0 并 非 分 布 函数 . 

定义 6.3.1 如 果 分 布 函数 列 { 如 aa 一 1, 2 的 任 一 能 收 敏 于 
列 的 极限 函数 都 是 分 布 函数 , 则 称 { 到 .= 一 1,2,…} 是 弱 列 紧 的 - 

根据 Hely 引 理 ,分 布 函数 列 {4Fs,n 一 1:2,…) 是 弱 列 紧 的 当 且 
仅 当 : 对 它 的 任 一 子 列 .存在 该 子 列 的 一 个 子 列 4 和 一 个 分 布 函 
数 F' 使 一 ~" 弱 列 紧 概 念 对 于 研究 分 布 函 数 弱 收 敛 的 重要 性 从 
下 面 的 命题 可 以 体现 出 来 . 

命题 6. 3. 10 ”如果 分 布 函 数列 {F,,n 一 1,2,…} 是 弱 列 紧 的 ,而 
且 它 的 任何 一 个 弱 收 敏 的 子 列 弱 收 黎 到 同一 个 分 布 函 数 已 , 则 
站 

证 明 如 所 述 命题 不 成 立 , 则 存在 下 的 连续 点 zo 使 FF,《xo) 不 
收 合 到 严 Czo), 即 存在 eo>>9 和 正 整 数 的 子 列 fat} 便 对 每 个 上 一 1,2， 
… 有 

[Fs Cze)》 一 P(r) | > seo， (6.3.7) 

但 {fn 一 1,2,…}) 是 弱 列 紧 的 ,因而 存在 {FF,:* 一 1,2,"…} 的 子 列 


(Fw) 使 Fs 一, 与 《6.3.7) 式 发 生 耶 盾 ， 口 

既然 弱 列 紧 的 概念 很 重要 ,我 们 就 带 要 寻求 它 的 判别 方法 , 为 
此 ,引进 胎 紧 的 概念 . 

定义 6.3.2 如 果 对 任 给 :>0, 存 在 M0 使 

SLC 一 AD 十 1 一 FAMY) < ee 
则 称 {F.,n 二 1,2,…} 是 胎 紧 的 . 

易 见 ,分 布 函 数列 {Fs,m=1,2,…-} 是 胎 紧 的 当 且 仅 当 对 任意 给 
定 的 正 整数 ro, {Fn 一 nosmo 十 1,…} 是 胎 紧 的 .下列 命 是 表明 : 分 布 
函数 列 的 胎 紧 和 弱 列 紧 实际 上 是 等 价 的 . 

命题 6.3.11 分 布 函 数列 {F,,n 一 1,2,…) 是 胎 紧 的 当 且 仅 当 
它 是 弱 列 紧 的 . 

证 明 必要 性 ”由 命题 6. 3. 9 可 知 ,对 {FF， 二 1,2,"…} 的 任 一 
子 列 {F,), 存 在 该 子 列 的 子 列 (F.} 和 满足 0 所 F"<<1 的 准 分 布 函数 
"使 


194 "第 六 章 独立 随机 变量 序列 


Fr— Fr 
由 fn 一 1,2,…} 胎 紧 知 {F。} 亦 胎 紧 , 故 对 任 给 e 沁 0, 存 在 M0 一 
六 使 M,w 都 是 五 "的 连续 点 且 
FM HI FN ee, Ya 
上 式 中 令 mn">oo 即 得 
FM) 1 1 FN)Se 
注意 F" 非 降 和 0<sSP“s1, 由 上 式 即 知 F* 必 是 分 布 函 数 . 
充分 性 设 {F.,n 一 1,2,…} 弱 列 紧 但 非 胎 紧 . 由 非 胎 紧 推 知 ， 
存在 0 使 对 每 个 = 二 1,2,… 可 找到 正 整数 x 使 
天 (一 有 Tl F(R) > e. (C6. 3. 8) 
不 难看 出 ,序列 (a)} 必 含有 无 穷 儿 个 正 整 数 , 故 {Fh 一 1,2,…} 是 
序列 { 天 .一 1,2,…} 的 子 列 . 于 是 ,由 弱 列 紧 性 又 知 : 存在 {F,,k 二 


1,2,…} 的 子 列 (F,-} 和 分 布 函数 使 下 一 vp" 取 的 连续 点 M 一 
六 使 

FM + 1— FN) < es 
则 存在 正 整 数 xo 使 当 # 守 nn 时 下 CMU) 十 1 一 (ND 之 50. 这 表明 : 对 
任何 2 这 max(]M| ,IN|) 和 任何 之 no， 

FC— k+l1— Fk) < ea， 


与 (6. 3, 8) 式 矛盾 . 
下 列 引 理 将 说 明 如 何 利 用 特征 函数 来 判别 分 布 函数 列 是 否 胎 


紧 . 
引 理 4. 3. 12 如 果 存 在 一 个 在 0 点 连续 的 实 变 复 值 函数 #. 使 
$2) — $CEY (C6. 3. 9) 
对 每 个 ztE 吕 成 立 , 则 (了 .nm 一 1,2，…) 胎 紧 - 
证 明 ”上 出 命题 6. 3. 2 和 (6. 3- 9 可见 %o) 一 1. 由 于 % 在 0 点 的 
连续 性 , 故 对 任 给 e>>0, 存 在 5>>0, 使 |#(2) 一 $8(0)|<e 当 |t| < 时 
成 立 , 从 而 


| $f $C) ]de 


= | $f csco) $e) Jde 


S210) — $1) | < 2e. 
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但 是 ,由 Lebesgue 有 界 收 化 定理 和 (6. 3.5) 式 又 知 
lf 1 
lim ls 一 各 (2)Jdt 一 去 六 — #0) Jde, 


故 对 上 述 s>0, 存 在 正 整数 m, 使 
| $f — b(t Jde | < 2e 
当 nn 字 zo 时 成 立 . 利用 Fubini 定理 易 得 
es = 到 ra 
3 [1 一 岁 (cy]dz jarvc) 


= 去 | ac 一 ed 
一 子 | ac aa 一 costz)dz 
吧 sf (1 (1 Se | ap, Cx) 

> 直人 1 一 号 经 jagcm 


> 过 | 1 一 下 arer 
FP 26 7) 十 1 一 FeC20 一 0 
于 是 ,对 性 给 e 盖 0, 取 M>26- ,就 知 当 n 之 no 时， 
Fl— M+1— FM) 一 = 
成 立 . 可 见 {Fn 二 1,2,…} 胎 紧 . 口 
现在 ,完成 定理 6. 3. ? 必要 性 部 分 证 明 的 准备 工作 已 经 就 绪 . 事 
实 上 ,下 面 的 定理 是 一 个 比 必要 性 部 分 还 要 强 些 的 结论 . 
定理 6.3.13 以 {加 ,rn 一 1,2,…} 记 分 布 函数 列 {F.,n 一 1,2,…】 
的 特征 函数 . 如 盯 存 在 在 0 点 连续 的 实 变 复 值 阔 数 #$, 使 (6- 3. 9) 式 
成 立 , 则 
《1) FF， 一 >F 对 某 一 分 布 函 数 下 成 立 ; 
(2》 该 实 变 复 值 函 数 #$ 是 上 述 分 布 函 数 下 的 特征 函数 . 
证 明 由 引 理 6. 3. 12 知 {Fn 一 1,2,…} 胎 紧 . 由 命题 6. 3. 11 
又 进一步 知 {Fn 一 1,2,…} 弱 列 紧 . 设 {Fu}) 是 {Fn 一 1,2,--…} 的 弱 
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收 伍 子 列 , 即 存在 d.f. F' 使 一 .那么 有 


个 :ER 有 


日 定理 6. 3. 8 知 ,对 每 


Bat) = C2), 


而 # 是 到 的 特征 函数 . 这 说 明 {FF 
的 任何 一 个 如 收 伍 的 于 列 收敛 到 上 
由 命题 6. 3.10 即 得 定理 的 结论 . 
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我 们 将 对 独立 随机 变量 序列 4 


其 中 ¥ 是 F' 的 特征 函数 .把 此 式 与 <6. 3. 9) 式 对 照 即 可 知 $ 二 上 ,从 


:一 1,2,-…} 是 弱 列 紧 的 ,而 且 它 
日 多 确定 的 那 一 个 分 布 函数 . 于 是 ， 


大 数 律 


上 六) 的 部 分 和 序列 4S.} 的 弱 大 数 律 


进行 讨论 ,十 要 任务 是 寻求 存在 实数 列 1{10 一 e+ =} ,使 
Sa ro C6.4.1) 
成 立 的 必要 充分 条 件 . 
命题 6.4. 1 对 任何 {a.€R*), 如 果 
lim SPOA| >a) = 0. 
"ft 
lim A DoEfT ue = 0, C6. 4.2) 


a Gn f=1 


i 
lim -a > var 六 Tony 一 0， 


则 (6- 4.1) 式 成 立 . 


Et 


证 明 对 任 给 e 沁 0, 由 Chebyshev 不 等 式 和 (6.4.2) 式 之 第 三 


式 推出 


Pf 二 | 这 fan | 这 


1 


eza2 8 


Ee 


此 式 和 (6. 4, 2) 式 之 第 二 式 一 起 便 
fl 


PET |> 
它 


Dyvarfilos <o 一 上 


给 出 


Pp 
lc 一 人 
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另 一 方面 ,《6. 4. 2) 式 之 第 一 式 表 明 : 对 任 给 sE (0,1)， 
Sr Spree e 
Et 


HL 


ff Male | 之 | 


<Pl Ties 站 
<PIU (A < 
= 


< DPF ao 
这 叉 证 明 闻 
支 [s- 一己 fli 0, 
可 见 (6.4.1) 式 成 立 ， 口 
上 述 命题 表明 : 即使 不 要 求 {a. 气 R*} 非 降 , 条 件 组 (6.4.2) 对 于 
《6.4. 1) 式 也 是 充分 的 . 下 面 ,我 们 加 上 {10<ao+ ce)} 这 个 附加 条 件 来 
证 明 该 条 件 组 是 必要 的 , 这 项 任务 相对 来 说 要 艰巨 一 些 . 因此 ,需要 
适当 的 蕉 备 工 作 . 设 了 是 一 个 随机 变 基 , 广 一 f 一 产 是 蕊 的 对 称 化 随 
机 变量 . 
引 理 6. 4. 2 ”对 任 给 s。>0: 有 
2POF| < varflines SE varf lupin + 2eP(F| 0). 
证 明 易 见 E/Tipco 一 0. 因此 
Var 六 Terms = EC YT pre 
产 E( 一 FPA pad rice 
一 2PCIAI < OEfIone 一 2E2ATUr<a 
= 2PCIF < evarflones 一 2PCI7 2 OE fnee 
2POF| < evarflipes — 20PUf| 2 
引 理 得 证 。 口 


对 任何 ge (0;1), 凡 满足 
P(fm) 守 qq 和 P(f 守 mm) 之 1 一 gq 
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的 实数 m, 称 为 r. v. 了 的 9 分 位 点 .特别 地 ,了 的 9 一 172 分 位 点 称 
为 它 的 中 位 数 . 任何 r.v. 了 的 了 分 位 点 总 是 存在 的 . 事实 上 ， 

ms 一 下 (gq) 
就 是 一 个 @ 分 位 点 . 还 容易 举 出 一 个 r.v. 了 f, 它 的 g 分 位 点 并 不 惟 


引 理 6.4-3 以 芭 记 rr.v. 下 的 中 位 数 , 则 对 任何 e>0 和 aERR， 
有 
Pllf— ml ) 2POF | 守 e) 4P(Of— al 1/2). 
证 明 注意 六 也 是 rzvY 大 的 中 位 数 , 得 
Pif’>e Pf me,f' m0 
=P(f -mdPU Em) 


> Pf me. 


类 似 可 证 POr 生 一 e 寺 PC 一 mc 一 6)， 两 式 合并 即 证 得 引 理 之 
第 一 个 不 等 式 . 又 对 aER, 有 
POf|2 = PUFF -fo 
EP(f-ale/2) + Pf -ale/2) 
= 2P(|f ~ al > e/2), 
故 引 理 之 第 二 个 不 等 式 亦 成 立 . 
根据 定理 2. 5.6 和 习题 2 之 第 29 题 ，(6. 4. 1) 式 等 价 于 
Sayan 一 0. 
前 面 已 经 提 到 过 特征 函数 是 讨论 依 分 布 收 伍 问题 的 有 力 工 具 . 在 讨 
论 (65.4.1) 式 成 立 的 必要 条 件 时 ,特征 函数 方法 将 起 重要 作用 . 
引 理 6.4.4 以 $ 记 r.v. ff 的 特征 阔 数 . 如果 0 一 Re#$G) 所 1 对 
每 个 :E[0,1J 成 立 , 则 对 任 给 s>0, 存 在 C>0 使 


. 
PU/ 0 < cloReg( drs 


Ef’ITincs SE— ClnRe#(1). 


证 明 ”证 明 依 束 于 下 列 不 等 式 : 对 任何 <C 《0,1J 有 
Inr = In[l1 ~ (1 x) (1 2). (6.4.3) 


4 请 大 数 律 129 


定义 S| 一 lim sm 一 1, 风 于 和 在 及 有 界 连 续 且 对 任 给 e> 0, 丰 
在 C>0, 使 
sinz 
Lo 


对 一 切 |z | 守成 立 .于 是 
S cf inRegeyae > cia — RegC) dt 
; 
(利用 (6. 4. 3》 式 》 
' 
cf E(1 — cosedt = cE| C1 — costfdt 
: 


(Fubini 定理 》 
= Fic(1 一 号 四 疡 slc0 一 吕 ] ls 


半 P(t| 守 >. 
引 理 的 第 一 信和 


类 似 地 ,定义 荆 -| =lim 1 了， 则 Ieper 
上 有 办 连续 ,而且 对 任 给 <>>0, 存 在 C>0 使 
i 1 
和 


对 一 切 1z|1<<s 成 立 . 于 是 
一 ClnRe$( D2 CL1 一 Re$el) i CE( ~— cosf) Tn 
之 Ef?Iijen, 
证 得 引 理 的 第 二 个 不 等 式 . 口 
设 {go4: 包 一 1 ns 二 1,2,…}) 是 一 个 随机 变量 阵列 . 如 果 对 
任 给 >>0 均 有 


lim | 宇 6) = 0， 


则 称 它 为 一 致 渐 近 可 忽略 的 - 
命题 6.4.5 如 果 {gos: & 一 1 2 一 2,…} 是 一 致 渐 近 可 
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怨 略 的 ,以 各, 记 gi 的 特征 函数 ,m2,i 记 gg. 的 一 个 中 位 数 , 则 


Lina ria -0% 
Ee 


生 对 每 个 :ER 有 
名 人 | 多) — 1| > 0. 
证 明 对 任 给 。>>0, 于 (6. 3. 4) 式 中 取 na 一 0 便 得 
| 
2Emin{ |tg,.x| ,1} 
2EL lig dT ss 十 Tuna 
二 2re|t + Pig rl el. 
上 式 先 令 n->o-, 再 令 e-”0 即 得 命题 的 第 二 式 , 男 外 ,用 上 反 证 法 极 易 
证 明 命题 的 第 一 式 . 口 
5[ 理 6.4.6 如 果 (6.4 1 对 (0<<asf ce} 成 立 , 则 
人 8 一 大 /as 下 一 1 一 1 2， 
是 一 致 渐 近 可 忽略 的 . 
证 明 如 结论 不 成 立 , 则 存在 6,6。>0 和 正 整 数 w+ co ,使 
PC > saw) 之 避 
对 每 个 mr 一 1,2,… 成 立 . 显然 ,这 蕴含 着 存在 1<&, 志 入 ,使 
PU | 2 sonw,) 2 Ho. (6,4. 4) 
当 存 在 开 >0 使 1 委 忆 < 委 开 对 一 切 2 一 1,2,… 成 立时 ,我 们 有 
[fs en, < ell/en, 一 0 (因为 cms )， 
了 可见 此 时 (6. 4.4)? 式 是 不 可 能 成 立 的 . 于 是 无 妨 设 名 + co. 但 此 时 由 
“6,. 4. 4) 式 推出 的 
Pifs | 六 sos) PUD | 之 sa > 
对 一 切 z 一 1,2,… 成 立 * 这 又 与 由 (6- 4.1) 式 推出 的 
IFrl/as 一 13。 一 Sl/an 


Sd/a, 十 |S /ao 一 0 


了 矛盾 . 可 见 引 理 的 结论 必须 成 立 . 口 ] 
下 面 来 讨论 必要 性 问题 . 以 加 和 mm 分 别 表示 六 的 特征 函数 和 
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中 位 数 . 不 难看 出 ,此 时 分 曾 有 各 C2 二 入 (fa 和 pen 一 m4/an 
命题 6.4.7 如 果 (6.4.1) 对 {0<<a, 4 o0} 成 立 , 则 对 任 给 e>0， 
有 


lm PAA > en) 一 0， 


lim 1 SI EAT emg = 《6, 4. 5) 


mo Gn {1 


lim L TvarfI tic 一 0. 


en 个: 
证 明 根据 引 理 6.4.6, 只 需 在 {fi/ar: 一 1 ,yn 一 1 2) 
bbs 人 2 以 让 


记 所 的 对 称 化 随机 变量 , 则 易 见 5S; 一 一 “是 5, 的 对 称 化 .不 难 


看 出 ，(C6. 4. 1) 式 蕴含 Si/4. 一 0. 以 向 记 户 的 特征 函数 , 则 所 的 
特征 函数 为 | 秋 1:. 利用 命题 6. 3. 4、 定 理 6. 3. 8 并 参见 $3 的 例 1, 即 
知 Shan 一 x0 又 等 价 于 
lim [$17a) = 1 《6.4. 6》 
在 : 的 任意 有 限 区 间 一 至 成 立 . 于 是 ,存在 正 蓝 数 加 ,使 当 #2 之 时 ， 
17/2 所 站 ta) El 

对 一 切 4e 0, 口感 立 .这样 对 任 给 c> 0, 就 得 

站 PdA 一 ml 之 wa) 2 EPA > sea) 

《 引 理 6. 4- 3) 

Ee 2c BD fats le/endt 


《 引 理 6. 4. 4 第 一 式 》 


一 一 2c[mTT hl Ce/aryat 
让 
一 0 ((6.4,6) 式 ). 
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此 式 和 命题 6. 4. 5 之 第 一 式 侣 在 一 起 即 给 出 了 (6. 4. 5) 式 之 第 一 式 . 
注意 ,由 


本 1 
iaP( [fl < ea) 六 arf on 
SD PRL < oa) verfilinee, 


扫 EP 之 sam) 


rn ft 


《 引 理 6. 4. 2) 
一 cn 加 | 3 (zy/an) 十 20 BPA 2 sen》 


| 
《 引 理 6. 4. 4 第 二 式 ) 
一 0 ((6.4.6) 和 已 证 完 之 (6.4. 5) 式 第 一 式 )， 
以 及 一 致 渐 近 可 忽略 性 董 合 Bi,PC1 大 1 一 ex->1 又 得 (6.4.5) 式 


之 第 三 式 . 最 后 ,由 (6. 4. 站 起 和 
sf > 


SP DM, > 0) SP Pinsimmw > 


SP UR 0)) < DPNN > en) 
各 
一 0 (已 证 之 (6.4.5) 式 第 一 式 ) 
推 知 十 避 扩 464 一 0. 但 是 我 们 又 有 


r( | De < Ef | 这 ea,) 


所 Ls SvarfTi i; 《Chebyshev 不 等 式 ) 


an fi 


一 0 《已 证 之 (6.4. 5) 式 第 三 式 )， 
可 见 (6. 4. 5) 式 之 第 二 式 亦 必 成 立 ， 口 
把 命题 6.4. 1 和 命题 6. 4.7 合 在 一 起 ,我 们 就 完成 了 本 节 开 头 
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提出 来 的 任务 . 
定理 6.4.8 (6.4.1) 式 对 {0<as 丰 oo}) 成 立 的 必要 充分 条 件 是 
《6. 4.2) 式 成立. 
该 定理 讨论 的 是 一 般 的 独立 随机 变量 序列 ,把 它 应 用 到 独立 同 
分 布 的 情况 ,可 以 得 到 更 简洁 的 表达 . 
定理 6.4.9 如 果 { 记 ,n= 二 1,2,…} 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 序 
列 ; 则 


S/n — bo C6.4.7) 
对 某 个 {5, ESR} 成 立 , 当 且 仅 当 
limraP(lfi| nn) 一 0， 《6. 4. 8) 


证 明 由 引 理 6.4. 3 立 得 :6. 4. 7) 式 等 价 于 Si/n -人 0. 由 定 
理 6.4.8 又 知 后 者 等 价 于 下 列 三 式 ， 
limaP efi| > n) = 0; 


lmaEfilii en = O04 


1 汪 
lim jvarfilusian 一 个 


由 于 fi 的 分 布 是 对 称 的 , 故 E7iyuzril<w 一 0, 从 而 上 列 三 式 中 之 第 
二 式 是 自然 成 立 的 . 但 是 , 引 理 6.4. 3 表明 第 一 式 等 价 于 56. 4. 8) 式 . 
此 ,为 完成 定理 的 证 明 , 只 需 证 明 上 列 三 式 中 之 第 一 式 蕴含 第 三 
式 . 注意 


1 
TvarfiT = 计 ECF?T sce 


tseny 
和 : 
5 2 EC Te le 
A 


志士》 PR 1 < 
2 


DPER—1EIfi| < 


=1 


| 


工 
Re 


i 
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— DiDPE— 1 <h) 


A fe 


DPUF|>i 一 DD 
| 


扫 寺 十 全 21G 一 DPC 7 一 Do0， 


1 


即 可 见 这 确实 是 对 的 . 口 


$5 中心 极限 定理 


所 谓 随 宙 变量 序列 {S,,n 二 1,2,-…} 服 从 中 心 极限 定理 ,是 指 存 

在 正 实数 列 {4.4 一 1,2,…} 和 实数 列 (6,,n 一 1,2,-…} ,使 

3 2 2g 
这 里 ，B 记 标 准 正 态 分 布衣 数 . 正 数列 {4} 和 实数 列 {&,} 分 别称 为 
15. 的 正则 化 常数 和 中 心 化 常数 ,而 {05, 一刀 )/as} 则 称 为 {5S} 的 正 
则 化 序列 . 

设 {Ln 一 1,2,…} 是 一 个 随机 变量 序列 . 本 节 将 以 特征 函数 为 
工具 ,讨论 其 部 分 和 序列 {S,} 的 中 心 极限 定理 . 对 一 般 随 机 变量 序列 
的 部 分 和 序列 在 适当 正则 化 以 后 的 中 心 极限 定理 讨论 起 来 比较 复 
杂 . 我 们 仅 腿 于 讨论 独立 随机 变量 序列 的 情况 ,内 为 这 时 {8,,n 二 1， 
2,…}) 的 特征 函数 与 { 志 ,n 二 1,2,…} 的 特征 函数 有 命题 6. 3. 4 所 描 
述 的 简单 关系 . 

例 1 设 独立 随机 变量 序列 {f,n 一 1,2,…} 具 有 共同 的 Cauchy 
分 布 函数 . 由 命题 6. 3. 4 并 参考 8$ 2 例 3, 容 易 得 到 

Eees 一 TI Ee” = (Eerfihy" — Ee 一 el， 
2 


从 而 对 每 个 :ER, 有 


S/n 一 呈 
ER 


根据 连续 性 定理 ,这 表明 S/n 一 mCauchy 分 布 函 数 . 
这 个 例 于 说 明 命题 6. 3. 4 加 上 连续 性 定理 便 可 以 用 来 解决 独立 
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随机 变量 序列 部 分 和 的 依 分 布 收 伍 问题 . 它 还 说 明 , 即 使 对 于 独立 同 
分 布 随机 变 其 序列 的 部 分 和 ，, 它 依 分 布 收 伍 时 也 不 一 定 就 非 收 误 到 
正 态 分 布 不 可 . 我 们 之 所 以 只 讨论 中 心 极限 定理 ,一 是 它 比较 重要 ， 
二 是 因为 讨论 起 米 相对 简单 一 些 . 

例 2 设 独立 随机 变量 序列 { 产 .= 一 1,2,…} 具 有 共同 的 分 布 函 


数 , 其 密度 为 
Es 
| 0， 1zl < 1， 
由 
由 此 容易 计算 出 其 特征 函数 为 
$4) 2 sesfzdz 一 了 2 人 1 一 Seedz 


1 ~ sin’ 
全 4 sin ‘rt2) 4 1 el sin yay, 
了 站 2 


对 每 个 tER 和 ER', 记 


ins 

sin2z 
不 | ds 
wnul asa 汪 


T(t) = 


到 
Ee am 一 I Ee /~ — (Fev My) 
kl 


一 名 CA Vnlan) 一 [1 — 1. 
但 是 ,对 任何 :ERR 有 


limul. (2) = lim a 全 


fr z 
= lim 22 关上 sin2zr 
~ nn. ls/ ) 禄 


[ea] 
, sin’1#| /C2 Vulnay . lildnu 十 | 


Eltl/CGG vain) 4Culnw) 
CL?Hepital 法 则 》 
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[HAC2 Vana dy 2ne 


， 
亦 即 
lmEe® A = lim[1 — 7.) = e7?%. 
这 样 .我 们 就 证 明了 Sh 


SA — &. 


lim | 。 sin2|tj /VC2 Vwlnu) ,lnw+t 1 


] 


不 难看 出 ,在 例 2 中, Ef 一 9 但 其 方差 并 不 存在 , 这 说 明 对 于 
独立 随机 变量 序列 的 中 心 极限 定理 而 言 ,方差 存在 并 不 是 前 提 条 件 . 
但 是 方差 不 存在 时 一 般 理 论 的 建立 也 比较 麻烦 - 因此 ,即使 对 于 独立 
随机 变量 序列 的 中 心 极限 定理 ,也 仅 根 于 讨论 方差 存在 的 情况 . 在 这 


种 情况 下 ,我们 将 力求 得 到 比较 完整 的 结果 . 


设 对 每 个 mr 一 1,2，…，r.v 为 的 方差 存在 ,而 且 不 全 退化 , 即 存 
在 正 整 数 = 使 =varf, 之 0《 参 见习 题 6 第 12 题 ). 注意 :“ 不 全 退 
化 "并非 一 个 额外 的 假设 , 它 只 是 为 了 避免 出 现 对 每 个 =” 一 1,2，…， 
rv 万 都 as: 是 一 个 常数 的 那 种 在 初等 微 积 分 中 已 经 作 了 充分 讨 


论 的 情况 . 对 每 个 4 二 1,2,…, 记 
M,— DEF Di = Ta 
又 对 每 个 4 二 1,2,… 和 每 个 一 1 人 
ER 
则 易 见 
Egw = 0, oe varg. = si/D:, 
而 且 对 每 个 4 一 1,2,.… 有 


Fos, = 1. 
1 


引 理 6. 5.1 如果 


lim maxoi, 一 0, 
1 


则 人 zs 一 1 和 3 一 1,28，…}) 一 致 浙 近 可 和 忽略. 


1 


《6. 5. 27 
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证 明 由 Chebychev 不 等 式 立 得 .。 门 
如 果 对 任何 s>0 均 有 


EEC — EA 7 一 0， 
fens i 


则 称 {A ,= 一 1,2，…)} 满 足 Lindeberg 条 件 . 不 难看 出 ,利用 上 面 引进 
的 阵列 {g,.) ,Lindeberg 条 件 可 以 表达 为 


lim 


lim > Eg 一 0. 《6.5.3) 
| 


满足 Lindeberg 条 件 的 序列 {f,} ,阵列 [8,4) 


Ha 
人 


下 面 的 引 理 表明 :并 
必 是 一 致 浙 近 可 忽略 的 ， 
引 理 6.5.2 如 果 { 乒 ,an 一 1,2,…} 满 足 ELindeberg 条 件 , 则 
《6. 5, 2? 式 成 立 , 从 而 48* 寻 一 致 渐 近 可 忽略 . 
证 明 对 任何 之 0, 我 们 有 


a 
只 中 党 


总 
一 max EgralTilg en 十 Tg) 


委 匀 十 2 Eel use. 
在 上 式 中 先 令 n 一 ,再 令 e-*0 即 得 (6. 5,2) 式 . 再 用 引 理 6. 5. 1 即 
知 fg,4! 一 致 渐 近 可 乱 上 略 . 
F 面 的 Lindeberg 定理 给 出 了 方差 存在 时 独立 随机 变量 序列 的 
中 心 极限 定理 成 立 的 充分 条 件 - 
定理 6. 5. 3(Lindeberg 定理 ) 如果 独立 不 全 退化 的 随机 变量 
序列 {f,,n 二 1,2,"…} 满 足 Lindeberg 条 件 , 则 


和 C6. 5. 4) 


证 明 记 (g。} 如 前 并 对 每 个 ma 一 1,2，… 令 To 一 > ge 则 问 
题 化 简 为 : 在 条 件 (6. 5. 3) 之 下 来 证 明 


T.— 56. 5. 5) 
以 {名 .} 记 {gn} 对 应 的 特征 函数 列 并 任意 固定 1:E 必 . 基 查 恒 等 


式 


208 * 第 六 痢 ” 狐 衬 随机 变 一 府 列 


TI#ac) — I C1 — .2:/2) 
a 2 


人 Lal 


NT 
= [二 a— cp] [#2) — C1 — oze*/2)] 


本 [站 we 《6. 5. 6) 
8 


tl 


对 上 式 右 端 求 和 导 内 的 第 一 项 ,用 引 理 6. 5.1 知 
2 


o<HHa— a/2) a1 
a 


当 充分 大 时 对 每 个 1 一 1,… ,xn 成 立 , 对 (6. 5, 6) 式 右 端 求 和 号 内 的 
第 二 项 ,利用 (6. 3. 4) 可 得 : 对 任 给 >0， 
| 多 et — (1 — oe,te /2)] 
Ele® 一 [十 jg + Ctge.) /21]| 
CE 
3 


A Emin{ »| Cg ] 
A Emin{ |tgsre| eg3 
< 委 Eminl lrg’ ,tigh) Ts, 2. 


+ Emint lg 13 2aB Ty ee 
SEL, sn + ME lg To en 
EES sm + ligne 
对 每 个 正 整数 x 和 每 个 1 二 1,…,n 成 立 . 对 (6. 5. 6) 式 右 端 求 和 号 内 
的 第 三 项 ,由 命题 6.3.2 之 (2) 可 见 
[sm | < 


hi 
对 每 个 正 整数 >” 和 每 个 1 一 1,…,n 成 立 . 综 上 所 述 , 由 56.5.6) 和 
56- 5. 1) 式 得 到 


|IIsscey — Ta — op2) 
A 8 


DI ~ (1 — on/2)] 


Et 
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< TEg ss + cle 
对 充分 大 的 上 成 立 . 上 式 中 先 令 mooy 再 令 e =0, 便 由 (6.5. 3) 式 得 
TI#acey a Ta — /2) = ol1) (6.5.7) 
当 ce 时 成 立 接着 考虑 (6 5.7) 式 左 端 的 第 二 项 . 由 (6. 5. 2) 式 
知 : 当 充分 天 时 有 


0 < maxcsy < 1/2. 
Te 


但 是 ,对 任何 上 <E [0o,172] 有 
I 
因此 ,由 (6. 5.1) 式 即 知 


4 ee Et/2—t 
1 


Gn 


E 


< Tn 2) 二 一 /2 
志 
充分 大 的 = 成立. 这 样 就 进一步 推出 
ea .exp[—# | 0 or/2) 


51 


池 


一 exp 了)ln(1 — oi/2) < 是 二 人 
和 1 


于 是 ,再 一 次 引用 引 理 6. 5. 2, 就 得 到 


开 G — ot/2) = ee” + 001) 
1 


当 rm 一 co 时 成 立 . 后 者 与 (6. 5,7) 式 一 起 说 明 
limEer 一 lim 本 [各 Ce) 一 e 2 
ves Ri 


根据 连续 性 定理 ,又 注意 标准 正 态 分 布 的 特征 酷 数 是 ce-"”, 即 证 得 
《8 5 5 河 
Lindeberg 定理 有 了 两 个 重要 推论 .第 一 个 推论 是 所 谓 的 
Lyapounov 定理 ;第 二 个 推论 则 是 关于 独立 同 分 布 序列 的 中 心 极限 
定理 . 
定理 6. 5. 4 (Lyapounov 定理 ) ” 设 {f,,n 一 1,2,…}) 为 独立 不 全 


210 “ 弟 六 新 独立 随机 变 和 序列 


退化 的 随机 变量 序列 . 如 果 存 在 58>0 使 EEl 记 |"'*< 吕 且 满 足 
Lyapounov 条 件 


i < 218 
lm pnp rl Eh" =0, 
则 C5. 5.4) 式 成 立 . 

证 明 因为 对 每 个 正 整数 ,有 


起 Ec — Ef YT snip 


< Elf — Ef 0 


Er 
故 Lyapounov 条 件 草 含 Lindeberg 条 件 . 口 
定理 6.5.5 如 困 独 立 同 分 布 随机 变 量 序列 { 记 ,n 二 1,2,…} 有 
正方 莽 . 记 ?一 var 刻 , 则 
Su — "Ef 
er 
证 明 注意 此 时 有 : M, 一 xEf1 和 六 一 no. 又 因 方 差 存 在 , 故 


1 
pi ET — Ef TE mp. 


a 
二 让 部 : 


1 
一 Ef Ef pr > 0 


即 Lindeberg 条 件 被 满足 口 

对 方差 存在 的 独立 随机 变量 序列 而 言 ，Lindeberg 条 件 不 仅 对 
中 心 极 限定 理 的 成 立 是 充分 的 .而且 在 一 致 渐 近 可 忽略 的 条 件 下 也 
是 必要 的 . 

定理 6. 5.6 (Feiiler 定理 ) 如 果 独 立 不 全 退化 的 随机 变 证 序列 
{vn 二 1,2,"…} 的 方 藉 存在 而 且 

{ga — Cf — EFI/D,s = 10n, no 1,2,..} 

是 一 致 渐 近 可 忽略 的 , 则 当 (6. 5. 4) 成 立时 ，Lindeberg 条 件 必 满足 、 

证 明 固定 :ER 并 记 入 2) 一 1 一 zn4 十 yn 一 ra- 由 于 

1 十 zl 和 || 二 1， 


我 们 得 
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et 《6.5, 8) 


于 是 ,利用 等 式 

He se w= [Ho “ [ew glt) | 立 | 
LE i 

便 可 以 得 到 


| Le Ho| < 要 [ew 一 $ile){. (6.5.9) 
考查 (6. 5.9) 式 的 右 端 . 因为 {g。.。} ) 是 一 致 浙 近 可 忽略 的 - 由 命题 

6.4.5 之 第 二 式 可 知 

lim max lz = lim max élt) — 1| — 0. (6.5.10) 
故 当 充分 大 时 ,对 每 个 上 二 1,…,sn 有 |z。4| 所 1/2, 从 而 更 有 

zal S11/2: jos| 1/2. 
但 是 ,对 任何 x€1L 一 1/2,1/2], 有 
le —1|l<2lrl; ler—1—zx| Sr le liz|gz. 

故 利 用 (6. 5.8) 和 (6. 5.10) 式 又 得 到 


Fle $d De — 1— zl 


1 
十 es|em Oo 1 Oo iywal 
十 [ynale™t 一 1 


SS Dis 十 em 十 21zoa3osl] 


< = 05D 
再 考查 (6. 5. 1) 式 的 有 并 利用 《6. 3. 4 和 6. 5. 1) 式 可 得 
DD | 扫 下 Ele… — 1— irgnsl 


fi 
志和 名 如 一 全， 
2 2 
因而 由 (6. 5,10) 式 推 知 
忌 EE Za lem)) 2 [zl 
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ma se 人 一 0 《6. 5. 12) 


为 (6, 5.4) 式 等 价 于 mH me ,把 后 者 与 C6. 5- 9)、 
《6. 5. 112 和 (6. 5. 12) 式 申 联 起 来 ， 便 推出 
limexp Ss 二 tm He = tn JI =- 二 
也 就 是 说 。 
timerp {Re Ds) len | orp De ee. 
将 上 式 两 端 隘 对 数 , 即 得 加 
lim BELeoss.. +— 1]—E limRe S) [gect》 一 1] 


Dn ”il 


即 
lim 六 Eeezs/2 一 《1 一 costg-)] 一 0 (6,5.13) 


= Et 


但 是 ,对 任 给 >0 和 任意 的 :ER 有 
ELs*g2,/2 一 《1 一 costgna?] 
之 已 [Fisgze/2 — (1 一 costgwe Ts ,ie 
(因为 1 一 cosz 守 Xx/2,Y x 可) 
> EgL/2 一 DTs tn 


> 2- 2/e I Eg Te ze 
在 上 式 中 取 :使 li|>2/e, 则 可 见 《6. 5.13) 蕴 舍 Lindeberg 条 件 . 口 
人 们 经 常 把 定理 6. 5. 3 和 定理 6. 5. 6 写 在 一 起 成 为 如 下 形式 ， 
定理 6.5.7 设 ( 六 ,一 1,2,…)} 是 独立 不 全 退化 的 随机 变量 序 
列 . 则 Lindeberg 条 件 是 使 (6. 5. 2) 和 (6, 5. 4) 式 同时 成 立 的 必要 充 
分 条 件 . 
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可 题 6 
1 设 { 记 一 1,2,…) 是 随机 变量 序列 . 证 明 : 吾 件 
{如 天 收 伊 ) 和 {lim 二 驴 有 存在 ) 


都 是 尾 事 件 . 
2. 设 {所 ,nn 一 1,2,…} 是 随机 变量 序列 , 了 是 一 个 随机 变 基 , 试 


同 ; { 如 所 一 省 是 不 是 尾 事 件 , 为 什么 ? 
3. 设 ( 太 ,= 一 1,2,…} 是 随机 变 划 序列 证明, 如 果 对 任 给 s>0 
均 有 
Brean EE 


则 0. 
4. 证 明 : 对 任何 随机 变量 序列 {,n 一 1,2,…} ,存在 实数 列 
{a>>0} 和 和 {5} 使 
(fs — 6) /as > 0， 
5. 设 { 五 } 是 某 给 定 概率 空间 上 的 随机 变量 序列 . 试 构造 一 个 概 
率 室 间 , 在 它 上 面 定义 的 随机 变量 序列 1eo} 和 1 名 ,使 {go} 和 {Z) 相 


互 独立 而 且 都 与 {六 } 同 分 布 . 
5， 证 明 Chebyshev 不 等 式 并 用 它 来 证 明 : 如 果 独 立 随机 变量 


序列 {f} 满 足 
lim 去 袜 varr 三 5 
则 (S. 一 ES -人 -0. 
7. 设 { 护 } 是 独立 随机 变量 序列 . 对 任何 C 盖 0 和 ”一 1,2,…: 记 
FE = Fire 二 Craner 
证 明定 理 6.1. 6 中 的 条 件 C6- 1.6) 和 (6.1.7) 可 以 分 别 换 成 
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BEF 站 化， Dr < ~ 
8. 设 {f,} 是 独立 随机 变量 序 列 和 Ef 二 0 对 每 个 n= 二 1,2,…" 成 
立 . 证 明 : 如 果 存 在 C>0 使 
DETemo < 和 DE Se Os 


则 忆 /as. 收 全 
9. 设 {f.} 旺 独立 随机 变 基 序列 , Ef. 一 0 对 每 个 二 1,2,… 成 


立 . 证 明 : 如 果 存 生 mE [Ll,2] 使 BEI.1"<oo, 则 三 a.s. 收 


10. 设 {f.} 是 独立 随机 变量 序列 ,对 每 个 一 1,2,…, 有 
Pf ~ 1/ + PO =— 1/n) =1. 
讨论 2 fn 的 妆 钱 性 . 
11. {所 ) 是 独立 随机 变量 序列 ,对 每 个 mn 二 1,2,…,f. 有 密度 
0， 证 


其 中 心 >0. 讨 论 立 广 的 收 敏 性 - 
1 

12. 证 明 ,r.v. 是 退化 的 当 且 仅 当 它 的 方差 存在 且 varf 一 0. 

13. 证 明 引 理 6. 2. 1 和 引 理 6. 2. 2. 

14. 完成 推论 6. 2.8 之 证 明 - 

15. 举例 说 明 : 对 独立 随机 变 二 序列 (所) 而 言 ,即使 也 rf 
二 oo0，(6.2. 2) 式 仍 可 能 成 立 . 

16. 设 独立 随机 变 基 序 列 {/.) 满 足 , 存在 {p>0} ,使 对 每 个 


有 二 1,2,… 有 
POF = 1 = ps; Plf.=0)=1— p.. 
证 明 , 如 果 3 = 


17. 证明， 如 果 r v. 了 的 & 阶 秆 存在 , 则 其 c.f. g 的 二 阶 导数 


zt 一- 歼 连 续 ， 
18. 证 明 : 如 果 r.v. 地 的 大 阶 拭 存在 . 则 其 cf % 当 后 -0 时 有 
展开 式 


$0) 一 安 WE + ole). 


19. 证 明 : 如 果 d.f. 的 c.f 4 满足 | lg)1de<cc. 则 天 有 
密度 函数 p, 而 且 下 列 肥 演 公 式 成 立 ; 
pCz) = pA YrER. 


20. 设 d.f. 下 的 密度 存在 -证明 : 其 c.f #$ 满 足 lim ge 一 0- 

21. 证 明 : 任何 t,v. f 的 4 分 位 点 存储 . 举例 说 明 : 有 的 随机 变 
基 的 g 分 位 点 并 不 惟一 . 

22. 证 明 :, 对 任何 随机 变 曼 序列 :所 ,nn 一 1,2,…) ,下列 命题 等 


价 : 

(1) 存在 16.}CR, 使 /一 一 m0; 

< fo 

63) 所 一 ma 一 >0, 其 中 zm 表 所 的 中 位 数 . 

23. 用 命题 6. 4. 1 证 明 独 立 不 全 退化 的 随机 变量 序列 { 天 ,一 
1y2， 的 Chebyshev 大 数 律 : 如 果 存 在 C 一 0 使 var 放 ssC 对 每 个 = 
二 1,2,… 成 立 , 则 

(8, — ES,) /vars, — > 0. 

24. 用 定理 6.4.9 证 明 独 立 同 分 布 随 机 变 基 序列 {f,n 一 1,2， 
的 Khinchine 大 数 律 : 如 果 下 | 六 1 于 一 , 则 S/n 0. 

25. 设 { 记 ,n= 二 1,2,…} 是 独立 随机 变 其 序列 .证明 ; 如 果 存 在 
C>0, 使 | 及 1<C as 对 每 个 mr 一 1, 2 成 立 , 并 且 limvarS 一 2， 
则 

C8. — FS.)/ Vvars. -全 
26. 设 {,n 一 1.2,"…} 是 独立 同 分 布 随机 变 二 序列 ,其 共同 分 
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布 丽 数 为 下, 对 每 个 二 1,2,… 和 每 个 ER, 令 F(x)= 记 D1 
Ef 
并 称 之 为 下 的 经 验 分 布 函 数 . 证明; 对 每 个 TER 有 
FAZ) pr)s 
如 果 z€ER 满 足 0<FCr)<<1, 齐 还 有 
Fr) Fl) 
MnF ti — FCr)] 
27. 设 {,n 二 1,2,…} 是 独立 同 分 布 非 退 化 的 随机 变量 序列 而 
且 E.A<<oc. 证明 


a 
— 


二 世人 a 


EE 
ee 
sa 


了 7. 


18. 


19. 
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习 题 上 


.用 反 证 法 证 明 lim sup4, 一 所 . 
. 取 4E 书 , 则 存在 有 限 个 不 交集 合 C1.….C.E ,使 4A\4= UC 


但 又 有 4VM4 一 好 , 故 C 一 … 一 C. 一 好 . 


因为 4 五 GE 一 人 4 门户 E 包 有 昌 4NB 一 4NC4 站 ED)。 
设 4A.€ ,7 一 1,2, 一 ; 则 BANUAiE7 两 两 不 交 且 
51 


Ua, -UBs,e >. 
1 
(4? 每 一 个 开 区 问 可 以 表 为 可 列 个 左 开 右 财 区 间 的 并 ;每 一 个 左 
开 右 闭 区 闻 可 以 表 为 可 列 个 开 区 间 的 交 . 


{Es TIC:2.)). 


. c(s) 就 是 由 蕊 的 一 切 子 集 形 成 的 “ 域 之 . 
.BEDIDI TDC Der DCo DY. 


. 反例; 令 4 一 {二 ,1 二 二) :n=1.8,…} 和 4E( 二 ,2j , 则 


[$e manNn Es (ls ANmE. 


上 举 实 上 ，(1.4.1) 式 以 及 相应 的 式 子 
R= ot oa a ER)= 0 covaj:a ER) 
— ola,o)s a € Ro([a,o): a€E RY 
中 把 “aE R* 改 为 “zxED” 以 后 仍然 成 立 . 
当 a 十 bp 有 意义 时 ,可 表 ala 二 bs 一 alws 十 (at)Tans 二 blma- 


当 /只 取 有 限 个 实数 色 ,…, 刀 时 ,可 表 /一 BT 
2 
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20. 


21. 
22. 


23. 


24. 


25. 


3- 


了 f= 0614 ,其 中 怒 ，……,b.E 再 . 


对 任何 a€ER,{f 扎 a} 是 一 个 带 或 不 带 端 点 的 半 条 直线 . 


对 任何 ER, {过 a} 是 -一 个 开 集 . 
表 f= 2A 


i 


对 (fn 一 1,2,…-) 先 用 定理 1.5. 2 再 用 推论 1.4- ?7 即 得 第 一 个 


结论 . 为 证 第 二 个 结论 , 记 
= (fr= co A={lfl<o0); 4:— 


{f =- ec) 


然后 证 明 {lim 记 二 刘 间 4,.€ 久 对 i 一 1,2,3 均 成 立 . 例如 


3 = 人 门 i 大 
limf = fnN a= YA fer 


对 任何 下 一 1,2，- 和 住 何 ER， 有 
{fw Soa) = {D7 站. 
习 器 2 


(1) 对 每 个 一 1,2,…, 均 有 4, 完 0 
《2) 对 每 个 xn 一 1,2,…, 均 有 0 入 an<<o0s 


《3) 对 每 全 > 一 1.2,… , 均 有 0 且 Dac; 


(4) 对 每 个 一 1,2,…1 均 有 42>0 且 避 a, 一 1. 


必要 性 如果 产 是 o 有限 的 , 则 存在 {4.G 多 ,nn 二 1,2,…} 使 


ALJ<co 旧 间 44 一 X. 对 每 个 一 1,2,…, 可 把 
aa Ua) -NN cA) 
表 成 多 中 不 交集 合 的 并 . 


利用 定理 1. 3.2 ,对 每 个 正 整 救 二 可 以 把 AN| 也 
有 限 个 不 交集 合 C,,0,Ci 的 并 . 因此 


.] 表 成 多 中 


附录 习题 解答 与 提示 219 


4 上 。 
Dh) 总 4) 十 DAC) = pCAY) 
对 每 个 正 整 数 上 成 立 ， 
6 用 数学 归纳 法 . 
利用 [im inf4。 和 lim supA4, 的 定义 以 及 测度 的 下 、 上 连续 性 . 
$8， 易 见 六 络 ) 一 0, 故 员 需 验证 产 的 下 连续 性 . 设 14. 拓 -om 一 1,2， 
…} 满 足 4A, 4E -ef , 记 Bo 一 4. 任 给 se 六 0, 对 每 个 一 1,2,…, 取 
BE 加 使 
BiCBN 和 p(B NAONB) < /2%, 
易 见 : 4 一 Bo 刁 B 二 Be 二 … 朋 A444 门 Bi 一 名 对 每 个 上 一 1,2,-… 成 


立 . 此 时 必 有 Ba-g (如 果 存 在 =E 站 B., 则 由 
| a 
TE B12 1 


也 


一 zx 在 过 忆 一 4 


ka 


导致 矛盾 ). 因此 ,利用 紧 集 的 性 质 进一步 推 知 : 存在 wo€ 入. 使 当 


amo 时 有 局 一 用 忆 一 也- 于 是 
kl 
uCAIE 1A) = 1A1 UL BV) + uAA U EBD 


一 AU BDI 十 二 
= JAs U Bo) + pCBINCAs U Ba)) 十 二 


过 pA4sU Ban) 十 三 十 到 


一 pA4-UB) 十 二 十 习 十 率 
本 ee 
一 pA4,) 十 2 x Ti 


A 十 和 
对 一 切 " 关 w。 成 立 , 下 连续 性 得 证 - 
9， 用 反 证 法 ,如 果 4 是 (&R, 多 ) 上 工 测度 4 的 原子 , 则 存在 正 整 数 


220 测度 论 与 权 半 论 基 础 


入 使 N 过 A(4A), 表 R= UU CN,CET1)WNJ, 则 又 存在 正 整 数 
zi 使 
AM4) 一 A4nm Co Ga 十 1)7N]) 
RAC/N, ot DD/ND= NN . 
12. 只 需 证 明 “< 二 "部 分 , 即 如 果 4CX 满足 
rE = ENATAENA),. YEEA, (x*) 
则 必 满 足 D}==rCDN4) 十 rDNA4Y),Y DE .但 外 测度 是 
半 右 跟 可 加 的 . 故 又 只 需 证 : 如 果 A4CCRX 满足 (x ), 则 亦 满足 
riDr DNATA DNA, ¥ DEY. (Cx) 
无 妨 设 +CD)< 近 oo. 任 给 0, 对 每 个 2 一 1,2,…, 取 B,E 使 


UBoD 且 pcB)<rcD)+e, 则 有 
DN A)+ADN A 


< Us, Nal+td UB n 4 


一 立 -(B. 《利用 Cx ) 式 ) 


之 HB (因为 BBUZSUUD) 


人 
<<r(D) 十 < 
(x* ) 得 证 . 
13. 如 果 DCAE 字 , 则 令 妨 一 和 和 4: 二 4, 二 … 二 他 ,可 


冯 


p32 AEFN>1; .= 0| 
a=1 2 


< inf{m4): DCAEF), 


A 二 
nt HAANUA): ME Fn 之 1 G4.>0 


1 #1 as 
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15. 


16. 
17. 


19. 


20- 


一 inf 林口 AuE Fn>1; UA4.27) 


inf{x(A): DCAE F}. 
为 证 必要 性 ,构造 下 如 下 : 
ACCO0,XD, zx0, 
— KCCr,0], zo0. 
ZZ20， 


部 区 0- 


rp- | 


反例 : Fo 一 全， 
任 给 AE.F ,有 
ADXANMNMA rCxXenm A) ES pA) 
二 Rn ~ 人 ee 门 ac < ca’) 
=>r(Xo) 一 rCXKe 站 4 十 FOX 4 
pA 十 pA 一 pK), 
但 z(X6o) 二 pt 了 Y) 有 限 , 故 所 要 等 式 成 立 . 
令 二 一 {4EaCar): Ap 一 4) 则 -rc 用 .遇见 
4 EB n=12, 有 征 A A=~—AE BF. 
设 {4.€ 多 ,rn 一 1,2,…}) 满 足 4.4 4- 取 两 两 不 交 的 {Bi€ wr， 


一 1,2,……) 使 对 每 个 二 1,2,… 有 CB4)<o0 且 (5 二 41, 则 


二 门 BeE ,n= 1,2,……* 县 AN BtANM SB 
一 ANBE 泛 


对 每 个 上 二 1,2,… 威 立 . 这 章 昧 着 4 一 上 Am 为 忆 . 因此 号 是 


一 单调 系 ,从 而 有 az(-er 一 m2)C 儿 . 
注意 4 在 o(2) 上 与 名 上 测度 yy 产生 的 外 测度 重合 . 由 外 测度 
的 定义 立 得 : 对 每 个 A€o( 交 ) 和 每 个 se 之 0; 可 取 有 限 或 可 列 个 
集合 14,.} 己 儿 使 
U4 Da 且 MUANA) 一 = Cx) 


根据 半 环 的 定义, 对 每 个 正 整数 +，A\ 记 A 可 表 为 多 中 枫 末 
不 交集 合 的 并 . 因此 ，C* ) 中 的 {4,} 己 名 可 取 为 两 两 不 交 的 . 
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《12 得 证 . 
设 wk4) < 二 co 而 可 列 个 两 两 不 交集 合 {4mr 一 1,2,…}C 馆 使 
《* ?成 立 , 则 易 见 


Be) 一 必 UA < ~. 
于 是 ,存在 正 整 数 入 使 得 
J a 


此 式 与 (x )- -起 即 可 给 出 (2). 
21. 如 果 BN, 则 
AAN = (A\B)Y UU (CAANY NM B); 
AUN=- AUBACBALU ND). 


ae 


22. 当 六 二 7 和 上 几时， 
(fF Ea} pf A glimf, 天 万 


上 Hf Fg limf, = flimf, A 8) 


pimf, 并 性 种 tlimf, 天 28) 一 0. 
注意 rcCFzg)? 一 6 当 且 仅 当 存在 so>0 使 ACTF 一 &|>eo) 一 0 而 
当下 /和 /rg 时， 
i 
+ — gl > /2) 一 0 


23. 注意 此 时 川 UD (fg) 一 0. 
25， 当 4 是 有 限 测度 时 ， 
tr fst UU{A fl> 0) -0 ve>o 
= ling UPR fl>0) =0. Ye>o0 
i 


< 一 limesuyplh — fl> © ET 
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一 | 大 一 由 -人 0 
26. (2) 反例 : 令 和 一 (0,1)4 .这 一 《0,1) 门 Bs; 已 为 Lebesgue 测 
度 . 对 每 个 mm 一 1,2,… 和 R 一 0:1.…, 千 一 1, 取 


(一 


及 rz) 一 0. 
27. (1》 对 每 个 1 二 1,2,…, 取 正 整 数 , 使 (| 太一 1 之 2 过 


2 对 一 切 上 ,之 n, 成 立 而 且 序列 {nw 一 1,2,…} 还 满足 ,4 oo. 
对 每 个 i 一 1,2,…, 再 令 4 一 和 太一 所 127}: 则 当 k-moo 时 ， 


a U4) Duca) E20. 
于 是 由 命题 2.5.2 知 所 ,一 /二 0. 
C2) 任 给 <>>0, 对 于 (1) 中 的 {f), 取 如 充分 大 使 4 吕 4) 之 e 


考虑 级 数 fCf。 一 /由 于 对 每 个 x 门 如 有 
tt 如 


fn) — ft) | 


f+ 忌 
< | nD| +2 < 

故 该 级 数 在 门 4 上 确定 了 一 个 可 测 函 数 

7 一 六 工 呈 cs 一) 


En 


不 玲 验 证 大 一 mf 成立 . 
28. 设 {.1 定 义 在 概率 空间 ( 玉 ,.F ,Py 上 .利用 不 等 式 
Plf.<r—e)— Pllgl>e) EP + eT) 
PT 二) Pllgr| > ee, Ye>0 
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即 可 得 结论 
32. 对 实数 M<N, 有 
suplF.Cr) 本 


Cx) 


其 中 
T= _ sup, F(x) = FM), 
i zx) = PFO), 
1s = Sup Fr) — FOr)l, 
GE [MNY - 
T= Sup [1 Fr)I=1— FN), 
Ts = sup Ll — Fez)] = 1— FN). 
对 任 给 e>0; 取 以 和 NN 分别 使 I.s<e 和 了 <e. 由 于 一 > 
且 下 在 尼 上 连续 . 殉 又 有 lim <e, limT,s<e 和 Lim.:=0. 
于 是 在 C* ) 中 先 令 盖 cc* 再 令 s>0 即 得 所 要 结论 . 
习 题 3 
2 [fa fan d/l 
bE EAE 


3. 注意 <| sdx 世 [ ,fedx 入 可 saw 如果 edx 一 0, 任 取 a€ 


[a6] 即 可 ;和 如果 edu > 0, 则 可 取 = 


J ,feax 
并 gd 


4. 取 两 两 不 交 的 f{4uE 安 ,m 一 1,2，…} 使 U4.- 二 且 对 每 个 二 1， 


有 AmC4J<co, 为 证 结 者 论 ,只 需 证 明 ACA, 门 17F 一 eg)) 一 0 对 每 
和 2 ,… 成 立 . 于 是 ,我 们 只 要 在 CX, 字 ,py} 是 有 有限 测度 空间 
的 条 件 下 来 给 出 证 明 . 用 反 证 法 , 设 上 CA 8) 盖 0. 由 于 {/>g}= 


号 |r>s+ 二 卜 改 存 在 正 整 数 思 使 < >e+ 十 ] > 记 4= 


人 e+ 二 上 , 则 由 定理 3.1.4(2) 和 定理 3. 2. 152) 推 出 
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fdr e+ 去 jae= fgdpt Fuca) > adn, 


了 矛盾 ， 
$. 表 4 一 {f+ 六 /AD}U{f1<<A7}, 以 下 证 B8 一 {f+ 之 f-} 有 «有 限 


测度 . 为 此 , 表 8 二 了 B., 则 只 需 验 证 [f+ 一 ->> 士 ] 对 
每 个 * 一 1,2,… 为 有 限 测度 . 而 后 者 可 由 如 下 不 等 式 得 到 ， 
去 pBo S| 7 一)ax 生 | ylda<+c 


类 伺 地 可 证 {7+<r 有 ao 有 限 测度 - 
9. (1) 由 于 大 沁 g ae 到 8 ae 对 每 个 mn 一 1:2,… 成 立 , 故 
我 们 有 六 一 1 < 委 & a.e. 这 说 明 的 积分 存在 而 是 


{fd + 六 da < co. 
另 一 方面 ,对 非 负 非 降 函 数列 {f7 用 单调 收 和 伍 定 理 又 得 
fid + [fade 


两 式 合并 即 得 结论 ， 
11. 对 任 给 的 >>0, 我 们 有 
pf fl>o<T A- fd 0, 


se 
即 一 >f. 如果 /dx 一 [fax 对 每 个 x 一 1,2,-… 有 意义 , 则 
又 有 

[fa = ar| 过 | 人 一 pdx 


即 lim| fd = [fa 
12， 由 不 等 式 7 一 1 一 了 一 f1<21 记 一 fl a.e- 可见 
太一 | 太一 下 ( 或 六 一 | 大 一 天 二 人 方 . 
但 是 ,我 们 有 | 六 一 | 玉 一 了 | 壕 a.e. , 故 利 用 控制 收 伊 定理 进 
而 得 


去 -Adan 一 0 


lim| raz — lim ,|f, — fldx 
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18. 


20. 


22. 


23. 


— lim[ 0 — 47 — fdp = {fax 


由 此 可 见 im 1f- 一 fldx 一 0. 
反例 : 考虑 概率 空间 (-0,1),[0,1) 门 乱 ;4)., 令 f(x) 一 0, 并 对 
每 个 4 二 0,1,2,… 和 每 个 上 一 0,1,…,2" 一 1, 令 
大 万 十 1 
Le we 2 2 ]; 
friilz) 一 


本， 
对 每 个 4 一 1,2,…; 记 4, 一 {x 一 1 所 |f1<a}, 则 有 


Pf = 闷 POIAI 关 一 1) 一 1 
| El 


3a (A)—1= DD PA)—1 


a=1 =1 


一 辫 : 

= Dapeay —1< Df, ylan 

i PC = DP + 1. 
这 2 


(1) 利用 函数 f(x) 一 了 半 -,z 这 0 的 非 降 性 易 证 p 满足 三 角 不 等 


1 十 工 
《2) 利用 控制 收 伍 定 理 易 得 
P if PP ee 
i Te 0=—— pf 一 0. 
反之 ,在 不 等 式 


py i 
(石门 一 五 | 1 到 | 


> CA 一 fl> 8), Ye>o. 


两 边 取 极限 又 得 ; pCA 六--0 一 六 -入 
如 果 思 在 区 间 (2,58] 上 R-S 可 积 , 则 对 满足 条 件 tax (x, 一 1) 
一 0 的 4a 二 zo<Z1 芝 之 x 二 5 ,其 R-S 积分 为 
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2 
J pedF = lim Dt Bex, PP ED) 一 Fn 


= lim Bt emin pFC) — Fz) 


ft 


又 根 据 L-S 积分 的 性 质 , 对 每 个 n==1,2,… 有 
p38 pin PF CE) 一 Re 0 


1 HE 


cl pr Ha 


5 a 
< Dex, pep 二 省 
上 式 中 令 x 一 oo 即 知 本 题 的 结论 成 立 . 
24. | av = Dpf ead). 


2=1 


25. 记 天 一 s 吕 18Cz) |， 对 任 给 ce>0, 取 下 的 连续 点 村,NER 使 
MN 而 且 (M)<e 和 1 一 FCN)<e; 则 当 充分 大 时 就 有 
FM)<<s 和 1 一 F.CN)<<e, 从 而 


wax{|], seae| sar, 
上 ear| [oa )< xe 
取 1 一 ro<ri< 和 res 一 信使 对 每 个 ;一 0:1 ,点 ,， xz, 都 
是 下 的 连续 点 ,而 且 
SMEF Ce) ~— F(x, 1)]—e 
3 


| jd < DmLFC) — Por +e, 


其 中 于 一. Pax ax BCT) 和 mmo ein, gg《z). 则 当 充分 大 时 


又 有 
要 wd 一 s< Pom LEC) 一 局- 


Ei 
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本 和 ed 人 


EE FMLA — Fs) | ea 十 ee 
这 样 ,我 们 就 证 明了 : 当 人 充分 大 时 
|J ear， 二 小 adF | < UK + Le. 


29. 由 不 等 式 Emn< 人 人 一. 


30， 由 定理 2.5.8 知 , 存在 概率 空间 (X,97,P), 在 它 上 面 定义 的 随 
机 变 基 {gn 二 1,2,"…} 和 gg 使 
gf, nl gf (Cx) 
且 一 vg 由 Cx) 知 fgurn 二 1,2,…) 和 都 是 荆 ; 中 的 非 负 随 
机 变量 目 kg, 一 Eg. 因此 {g,} 一 致 可 积 (定理 3.4.5). 再 一 次 用 
《<*) 即 推出 {} 一 致 可 积 . 


习 题 4 


.不 惟一 . 
4. 设 4 近 . 对 任 给 满足 BC4C 之 百 撩 . 灾 有 
GB) = pkB] — vB) SpAB) SA). 
因此 ,9g1TCA) 一 9 "(A4) 一 sup (gCB): BCA,BE 1p(A). 这 说 
明了 纹 委 pe 同 理 可 证 9 < 
令 p 世 RS 
6，(1) 一 (2) 一 《3 显然, 故 只 需 证 (3) 一 > (2). 设 4 多. 车 
151C4) 二 0, 刚 对 任 给 满足 BCA 之 BE.98HF 有 |$14B)=0, 因 而 
由 (3) 得 KB) 一 0. 于 是 
P+ (4) 一 YA4) = sup{g(B)Y: BT ABE .TF} =O. 
这 表明 p91 <# 同 理 可 证 9 二 帮 
7. 反 证 法 .如 果 结 论 不 成 立 . 则 存在 e>0 使 对 任何 = 二 1,2,…, 存 
在 满足 8104) 过 1/2* 之 EE.F ,使 1g1 04) 人 > 名 对 此 (4 一 
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写 . 
12, 


14. 


A 


了 9. 


22. 


1,2,…} 有 
lg1 (lim supA.) = 0 


90im supA,)》 二 0 (因为 pg 安 办 

一 >lim supigl(4。) 一 0 《因为 ?是 有 限 的 符号 测度 )， 
与 lim inf 1p1 (4。? 盖 < 矛盾， 

当 不 一定 有 限时 ,结论 有 可 能 不 成 立 . 反例 如 下 , 瑟 一 (1， 


2 二 (A: 4CX} ;对 每 个 4 二 1,2,…,$({n)) 王 1/2” 和 
gp({n})=1. 
典型 方法 . 


“== "部 分 显然 . 只 需 证 “=. "部分. 对 ;一 1,2, 设 集合 NN, 满足 
WND)=vND=0, 令 N=NINN;, 则 
Cnt pa) (ND = N') =0. 

设 17sE 严 为 df.F 的 间断 点 并 记 {P 二 了 Czw) 一 Ca 一 02). 如 
果 as 一 了 lp; 六 0;, 则 令 下 为 由 (zx,p, 一 pp* /aa)} 决 定 的 离散 
分 布 函数 . 如果 as 一 0, 即 d.f.F 连续 , 则 可 取 Fs 为 任 一 离散 分 
布 函数 . 这 样 取 定 以 后 , 则 下 一 一 a 为 一 连续 的 准 分 布 涌 
数 .根据 Lebesgue 分 解 定理 , Fr! 对 应 的 L-S 测度 可 以 惟一 地 分 
解 为 对 L 测度 绝对 连续 的 调度 上 和 对 L 测度 奇异 的 测度 "之 
和 . 记 a 一 产 (及 ) 和 as 一 CR) 如 果 a>0( 或 we >>0) 取 下 (或 下 ) 
为 概率 测度 w/as( 或 v/a} 对 应 的 分 布 落 数 ; 如 果 sc 一 0 (或 a 一 
0), 取 Ff.( 或 F,) 为 任 一 连续 (或 奇异 ) 分 布 函 数 . 容易 验证 ,这 样 
枸 造 出 来 的 avae, 和 F,,Fa, 了 ,符合 要 求 ， 


0 x0, 
re 天 一 TEST<E (一 1 2， 
工 n. 
PAlS) =- D A,. 
对 任何 gE€Is(X, 多 ,P) ,利用 条 件 期 望 的 性 质 可 得 
E(tf/ 一 ECFIE)ILECFSE) 一 全 ]) 
= E{E(f 一 EC(FIS)IILE(CFIYS) ~ gl%)} 
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= EILE(FIS) — gjJECLf — EC(fIS)JIS)} = 0. 
此 有 不 等 式 
EC(f — eg)=— El(f ~ ECF lB) + EC(ECFIS) 一 8)? 
> E(f — EC I))’. 
24. 容易 验证 下 非 降 、lim_ PCr) 一 0 和 limF(x) 一 1, 故 只 需 证 明 其 
右 连 续 性 . 任意 给 定 zxE R, 对 每 个 4 二 1,2,…, 表 
Flr +t i/m=inflG0 :rE QI+ 1/ny 
=inf{G(r + 1/a): rE Qir > I;, 
则 可 见 对 任何 满足 rz 的 rEQ, 有 
F(z++ 1/n) Gr im). 
上 式 中 令 4 一 一 , 便 知 下 (x 十 0) 志 GCr) 对 每 个 满足 rz 的 rEQ 
成 立 , 即 
Fro 所 inffGGr) rr € Qir > x} ~— Fr). 
FF 的 右 连 续 性 得 证 . 
27.。 用 定理 4. 5. 7 和 Halder 不 等 式 ， 


习题 5 


3， 参 考 命 组 5. 1. 1 的 证 明 . 
5. 在 半 环 多 wr 一 {C91,61]XX(azsbaj]: as<aiarsbs) 上 定义 书 如 下 ， 
汉人 
一 F(b,Bb) — Fbisar) — Fla,bs) + Flar,as). 
证 明 P 是 概率 测度 . 利用 测度 扩张 定理 将 其 扩张 到 ( 喇 ,2 上 - 
最 后 ,证 明了 符合 题目 变 求 . 


a 


。 Ee 
7. 注意 了 ds 一 三 二 和 函数 (x*， +E [0,1],sE [4,5]) 非 钢 . 利 用 
Fubini 定理 可 得 
[d= [dxf dz — dd- 


=- dln1L 十 6 
和 1 十 人 


83. 注意 对 任何 “所 及 有 
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i HIGCdr) 一 下 (Cc)LGCc) — Ge 一 0)， 


引 Gz 一 人 Btdz) 一 GCC — OLFC) 一 Fe 一 0]. 
al 
于 是 由 推论 5.1.8 推 得 


Fr Gdz) -| FGdz) 一 | Fr)Gde) 
Raby (ob] 2 


a 
=Fo| —{ ,Ge — Fdz) 
de 
— FELGC(E) — GO — 0)] 
— GCG — OF — FO — 0)] 
= FB— OGE— 0) — FGa) 
= Gx — OF (Cdr). 
家 
类 似 可 得 


f 下 (7TJCCT) 一 下 (一 OIC 一 0) 一 FFC OG — 0) 
ao 


Em Cr Oo— MF(dzr), 
[Te 


| 站 FG — Fla— OG(a— 0) 
[Rs 


一 Gir 一 OFCdz). 


[a5] 


9. 由 辱 界 收敛 定理 和 分 部 积分 公式 得 
[Fewpedz) le | FF dx) 
Rn Meo (— MM 


-- lim [FCM) — Fi(— M) 一 [ F(z) (dz)] 
Mo Ma] 


le | epzeaey 
可 见 结论 成 立 . 
10， 末 用 Fubini 定理 和 积分 变换 公式 得 


[ f'npldr)— | da)f ,Tor Ydy 
x . 
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11. 


13. 


14. 


1S. 


18. 


=| do TCF rp dT) 
El x 
全 | f° > Ady) 

. 


= | ep > dr. 


先 证 明 如 下 命题 : 以 CX, 访 ,所 2) 记 测 度 空间 LX, ,jp) 的 完全 
化 , 则 对 任何 多 可 测 瑞 数 户 存 在 9 可 测 函 数 上 和 NE 安 使 
ZN) 一 0， f(r 一 Fry, 工本 人 

把 该 命题 用 于 系 积 空间 ( 式 , 元 ,上 .再 用 Fubini 定理 . 
对 任何 & 一 1.2,… ,有 
人 
以 加 :加 分 别 记 用 ,…,f. 的 密度 ,对 Re" 上 的 工 测度 而 言 有 
Pr Ts) 一 PILOTIY Pr En) a ee. 


令 (X..F) 二 (R",582). 定义 Rr 上 的 分 布 证 数 
Fx sr) 一 He VY Ties zn ER. 


以 卫 记 所 对 应 的 -8 调度, 则 CX ,多 ,P) 威 为 概率 空间 ,对 每 个 
一 1,…sn, 在 这 个 慨 率 空间 上 定义 随机 变量 
Cr 
验证 这 样 定义 出 来 的 族 ,…,/, 满足 题目 要 求 ， 
以 j 记 了 和 g 共 问 的 概率 分 布 , 即 一 Pf 一 Pe 我 们 有 
J Ri Fe 3 工 a ta) 闪 dy)] 


-| yldzx) xX pldy)] 
lr tse 


一 { gdP 
(FH AY 


由 此 可 见 《ff 二 8) 二 Elg1f 十 g). 另 一 方面 ,又 有 
ECfIf+g) + Egelf +e)= Ef +glfi+e)~—/+g. 
个 此 结论 成 立 . 
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19. 


22. 


25. 


26- 


Z7. 


定义 被 率 测度 PC4) 一 PCAX R"1). 对 每 个 二 1,-… 令 

Miri 一 Tes Cri sn) € BR". 
再 对 每 个 点 一 1 一 1 令 Pini ) 为 而 41 关于 Lm》 
给 定 值 的 正则 条 件 分 布 , 这 样 构造 出 来 的 庆 +:C*，，.) 就 是 满足 
本 题 要 求 的 概率 转移 函数 族 . 
SA PR BR, I Ps ,其 中 对 每 个 4 二 1,2,-… ,以 PP。 
记 本 对 应 的 概率 测度 . 又 对 每 个 ”二 1,2,…, 定 义 (多. ,PP) 上 
的 随机 变 基 : 

Friszar) zo VY (rive) ER. 
验证 这 样 定义 的 [五 ,一 1,2,…)} 符 合 本 题 要 求 . 
设 {Ps: Se 劝 ) 是 并 的 有 限 集 上 相 容 的 概率 测度 族 . 对 每 个 ”一 
1:2, 每 组 人 ft 和 2 和 如, 的 任何 一 个 排列 ， 
1 令 

= 


i ee 
刚 {P ss str E74n 一 1,2,…) 是 相 的 有 限 维 概 率 测度 族 , 
反之 ,给 定 相 容 的 有 限 维 概 闪 测度 族 {P,. fT n= 
1,2,…). 对 每 个 4 二 1,2,… 和 每 组 5 二 {tn}E 纸 ,, 令 
Pi = PD, 


其 中 ,二 是 5 的 元 素 司 ,加 的 任何 一 个 排列 . 则 这 样 定义 


出 来 的 {Ps; SE 多} 是 一 意 的 而 且 形 成 一 个 全 的 有 限 集 上 相 容 


的 概率 测度 族 - 
由 Kolmogorov 定理 知 : 存在 (下 ,SB8) 上 的 概率 测度 尸 , 熏 


(5.4, 8) 式 对 任何 纯 一 全 2) 氏 成 立 .在 (CR ,5g,P) 上 定义 
ft) = Yr {rt ETIER, 

则 {ff,t€ET} 是 符合 本 题 要 求 的 随机 过 程 . 

对 任何 满足 二 之 之 三 的 如 ss 人 ETT 以 Ps 记 .对 应 

的 概率 测度 . 对 了 工 的 有 限 子 集 {6 … 坟 } 的 任何 排列 让， 所 


这 9 冤 
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其 中 :DD)<<… 之 {是 全 ,… ,tn) 按 从 小 到 大 次 序 的 排列 , 则 
{Pas bists E Tn = 1,2.0%} 
构成 相 容 的 有 限 维 概率 测度 族 . 于 是 本 题 的 结论 由 第 26 题 得 
到 . 
28， 应 用 定理 5.4.9, 证 明 方 法 与 第 15 症 和 第 22 是 类 似 . 


习题 6 
1. 对 每 个 一 1,2,--…, 有 
{可 太 收 伊 } 一 {台所 收 笋 ) < ea， 


这 表明 { 3 收 策 } 是 尾 旧 件 . 同样, 对 每 个 一 1,2,…, 有 
{lm 二 总 存在]== fim 士 避 大 存在 }e oro7ro 


族人 im 二 呈 大 存在 } 也 是 尾 事件 ， 
2. 不 是 ,反例 如 下 : 设 挟 是 一 个 非 空 集合 , A 并 放 是 它 的 真子 集 并 
令 
(GAA,X)}, 
在 可 测 空 间 (X,.) 上 定义 随机 变 二 序列 及 二 … 一 一 … 一 0 和 
随机 变量 /一 了 4, 则 
{AA 2X), 


到 
而 多 正 是 !{ 大 ,za 一 1 2,…) 的 尾 = 城 . 

3. 用 Borel-Cantelli 引 理 和 命题 2. 5. 1. 

4、 对 每 个 一 1,2,…, 取 正 数 M, 使 已 (| 记 | 半 ) 过 检 , 令 一 nM。 
和 乌 一 0, 则 

pl 

7 


从 而 对 任 给 e>>0 有 


共生 名 
a 


> 4) Spdfl > My < ~, 
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2 


十 是 由 第 3 题 结论 推 得 Cf, 一 B) /a 0. 

5. 参考 命题 6. 1.5 之 前 的 说 明 . 

7. 对 每 个 nr 一 1,2，… 记 产 一 六 Triee 和 加 = 已 (| 大 |>C) ,容易 算 
出 


EF°= EFc 二 Cp5， 
var f° 一 varfc 十 CpG ~— pr) 一 2Cp5EF 
由 此 可 见 ,在 (6. 1.5) 式 即 >) 站 <<co 之 下 ，>EAc 收敛 等 价 于 
二 全 


(6.1.6) 式 即 六 Ere 收 稚 ; 在 (6.1 5) 以 及 (6. 1. 6) 式 之 下 ， 
辫 


部 var 之 oo 等 价 于 (6.1.7) 式 即 varf?<o0， 
全 安 


8， 验 证 (6. 1.5)、{6.1.63 和 (6.1.7) 式 如 下 : 
《6.1. 5): 本 题 的 第 一 个 条 件 给 出 
Spa. | EE iie < co， 
iE 


(6.1.6): 由 Ef 二 0 推 知 
DE [2 Ef I>c3* 
但 本 题 的 第 一 个 条 件 表 明 级 数 Bes, Triruxc: 绝 对 收 全 
《6. 1. 7): 由 本 题 的 第 二 个 条 件 可 得 
Dafa, el 实 DE Trace < co， 
9. 由 于 wuE 1, 2], 故 有 
BE < DE < 


DEfT < DE < ce 


Be 
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根据 第 8 题 结 论 , 本 题 得 证 . 2 
10， 对 每 个 pa 一 1,2,…, 记 各 一 已 (太一 1 如 果 > 广 a.s. 收敛 ， 


则 对 任何 Co, 习 EATir 10 收敛 . 这 意味 着 
EA = 立 于 :一 收 仇 . Cx) 
会 名 
反之 ,我 们 有 
Bar, = DEf:— DE/ SD 
入 | 


2=1 


从 而 习 (r 一 E 广 ) as. 收 伍 . 因此 当 (*}) 成 立时 ， 互 六 as 路 
2p.- 


钱 . 所 以 ， D7 a s. 收 僵 的 充分 必要 条 件 为 


2 


1 由 于 (5) 非 猴 , 族 E| 总 太一 a b> 


二 于 售 村/ 之 o0 a. s.. 反之 ,对 刍 个 一 1,2，… 


C>0, 有 
PUfal>0 me Eflopse = Crh De 


头 此 当 避 /a.s. 收 化 时 必 有 有 


— (C+Ai)e ”< oo. 


这 表明 六 二 < 因此 D3 a.s. 收 敏 的 充分 必要 条 件 为 


St 
< 


15. 例 : 设 {f.} 独 立 同 分 布 ,共同 的 密度 函数 为 


er > 工 之 1， 
0, z= 1, 


则 Ef 一 2; 从 而 有 十 导语 2. 但 了 半生. 


Eat “= 
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16. 由 天 2 一 =, 故 
Es 
varfs pl p,) 

2 {Bo 2 {p14 pa) 


21 


ps 
Sl mT Tp pT TB 
SS 1 1 
i 翌 ( Tp 
一 1+pr'. 
根据 命题 6. 1. 5 和 Kronecker 引 理 ,得 
Ss Sr ES, a 
ES ~ ES; ma 
可 见 本 题 的 结论 成 立 . 


17. 利用 表达 式 (6. 3. 5) ,然后 类 似 于 命题 6. 3. 2 的 证 明 - 
18. 利用 不 等 式 C6. 3. 4). 

19. 在 本 题 的 条 件 下 ,对 任何 FF 的 连续 点 4,5, 有 

ee ees 


1 一 ie 
FB) 一 百 (a) 一 天 pt) dt, Cx) 


2r)a 一 证 
给 定 = 所 只 . 对 任意 的 *:>0, 取 王 的 连续 点 a<2 使 ra, 可 定 (z} 且 
sa<el | lee) id] ,由 
F(x) ~— F(x 一 0) FEB) — Fla) 
扫地 一 of lr de < e. 
由 此 可 见 , 任 意 实 数 均 是 下 的 连续 点 ,因而 (*% ) 对 任意 的 a,b€ 
下 成立 . 这 样 便 得 到 
Flz+Ar)— Fe) _ 1 fF e 
2 


Re 
Arz 一 ACE Yde. 


利用 L 有 界 收敛 定理 ,在 上 式 中 令 Ar 一 0 即 得 本 题 结 论 - 


20. 设 p 是 下 的 密度 丁 数 . 取 非 负 简单 函数 列 { ,= 忆 a..14,] 使 
诸 awuiE 8' 且 pa 人 4p a.e. , 则 由 单调 收敛 定理 推 知 


238 测度 论 与 禄 率 论 基础 


21. 


[uz 一 办 144 一 [eda 了 aa 
A 
=1— Bad,r) 一 0. (x) 


和 


易 见 诸 4-. 满 足 4(4.D<co. 利用 可 题 2 第 20 题 之 结论 又 得 : 
对 任 给 se>>0, 存 在 两 两 不 交 的 {c,d 人 3], j= 二 1,… ,Kin4) C2R 


4 aa Ud))) < i 


N. 天 


记 疡 一 个 1 Tey 帧 
2 站 


有 Ne Kon 
[lp — pla Bad As Ud) < 
趾 =1 i=1 
此 式 与 (x ) 结 合 在 一 起 便 得 : 对 任 给 >>0, 存 在 正 整 数 ,使 
[lp — pd 2e， 


从 而 
a 
eol= | .epeendr|< is ~ #104+ | ecodz 


Mm i 
<2oet | De Bi edz| 
三 < 


会 

—2[e+ 2 S| 
对 取 定 的 nm 之 no 成立. 上 式 中 党 令 tj 一品 ,再 令 * 一 0 即 得 结论 ， 
以 五 记 耶 的 分 布 淆 数 .由 于 对 任何 xz 之 fF” (gq) 一 inf{z: F(Z) 之 
9}) 均 有 下 (zx) 之 q, 赦 

P(AfF EF 0) = F(F(q) = FF (q+ Og. 

由 于 对 任何 z<<F- Ce) 均 有 下 (z)<a 故 天 CE Ca) 一 02<se 从 
而 


PlfFF (gD) m1— Pf <F" (92 
一 1 一 PE 9) 一 0) 之 1 一 9 
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25, 


26- 


27. 


这 说 明 fF” C9) 是 了 的 9 分 位 点 .分 位 点 不 惟一 的 例子 : /的 分 布 
函数 为 

0O, EE 

EE 0 178) 

173， 工 后 [173,1)， 

1， rz 守 1. 
易 见 区 间 [173,1) 中 的 任何 一 点 都 是 了 的 ?一 173 分 位 点 . 
在 本 题 的 条 件 下 , 当 nn 充分 大 时 有 {|f, 一 Efn| 之 evarS,} 一 名 ,从 
而 Lindeberg 条 件 成 立 . 
对 每 个 xzER, (Tipcww-12.…) 是 独立 同 分 布 ,期 望 和 方 莽 分 别 为 
F(z 和 CT) C1 一 FCz)) 的 两 点 分 布 - 
由 定理 6. 5.5 得 二 ES。g. 另 一 方面 ,由 定理 6. 2.7 又 得 


Nnvarf, 


LY 


5 


两 者 结合 即 得 本 题 结论 . 


入 


Abel 引 理 
a.e. 定义 的 可 测 函 数 
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